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Vorwort. 

% ■ 

f Mit der Einstein schen Relativitâtstlieorie hat das menschliche Denken 

^ ûber den Kosmos eine neue Stufe erldommen. Es ist, als ware plotzlich 
I eine Wand zusammengebrochen, die uns von der Wabrheit trennte: nun 
liegen Weiten und Tiefen vor unsenn Erkenntnisblick entriegelt da, deren 
I Mdglichkeit wir vorher nicht einmal ahnten. Der Erfassung der Vernunft, 

I welclie dem physischen Weltgeschehen innewohnt, sind wir einen gewal- 
I tigen Schritt nâher gekommen. 

; Wenngleich. in jüngster Zeit eine ganze Reihe mehr oder minder 

f populârer Einführungen in die allgemeine Relativitâtstheorie erschienen ist, 

r mangelte es doch bislang an einer systematiscben Darsteliung. Darum 

J bielt icb es für angezeigt, die voiiiegenden, von mir im Sommersemester 

J 1917 an der Eidgen. Technischen Hoclischule Zürich gehaltenen Vor- 

f lesungen berauszugeben. Zugleicb woUte icb an diesem groiSen Thema 

I . ein Beispiel geben für die gegenseitige Durchdringung pbilosopbiscben, 

' matbematiscben und physikalischen Denkens , die mir sehr am Herzen 

I liegt; dies konnte nur durcb einen vôllig in sicb gescblossenen Aufbau 

i von Grund auf gelingen, der sicb durcbaus auf das Prinzipielle bescbrankt. 

’ Aber icb habe meinen eigenen Forderungen in dieser Hinsicbt nicht voll 

. Genüge tun kônnen: der Matbematiker bebielt auf Kosten des Philo sophen 

l das Übergewicbt 

Die beim Leser vorausgesetzten Vorkenntnisse beschrânken sicb auf 
K ein Minimum. Nicbt nur die spezielle Relativitâtstheorie ist ausführlich 
; abgebandelt, sogar Maxwellscbe Théorie und analytische Georaetrie sind 
î kurz, unter Herausarbeitung der wesentlicbsten Züge, entwickelt. Das lag 
im Plane des Ganzen. Die Begründung des Tensorkalküls — durcb den 
allein die in Frage stebenden physikalischen Erkenntnisse ihren natur- 
1 gemâBen Ausdruck finden kônnen — nimmt einen verhâltnismâÔig breiten 
;; Raum ein. So wird das Buch hoffentlich geeignet sein, den Physikern 
dieses mathematische Hilfsmittel vertrauter zu machen und zugleicb als 
; Lebrbuch unter der studierenden Jugend für die neuen Ideen zu wirken! 
I In . mathematischer Hinsicht glaube icb manches zur Vereinfachung und 
Vereinheitlicbung beigetragen zu haben. Für die allgemeine Tensoranalysis 
[v konnte ich die Abhandlung von Herrn Levi-Civita in den Rend, del 
■ Cire. Matem. di Palermo Bd. 42 (1917) noch bénutzen, Hessenbergs 
»Vektorielle Begründung der Differentialgeometrie< [Math, Ann. Bd. 78 
, (1917)] ersebien dagegen erst nach Vollendung des Manuskripts; nur den 

; Beweis der Symmetrieeigensebaften der Riemannschen Krümmung habe 
ich noeb nachtrâglich aus dieser Arbeit herübergenommen. 
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Vorwort. 


Die Einsteinsche Théorie in ihrem gegenwârtigen Ziistande en <3 
mit einem Dualismus von Elektrizitàt und Gravitation, î>Feld- und *Âtlier 
diese bleiben vdllig isoliert nebeneinander stehen. Gerade jetzt erdâi 
sich dem Verfasser ein verheiôtingsvoller Weg, durch eine Erweiterung <3 
geometrischen Grundlage beide Erscheinungsgebiete ans einer gemeinsam 
Quelle herzuleiten. So ist die Entwicklung der allgemeinen Relativité 
théorie offenbar noch nicht zum AbschluB gekommen. Es lag aber au 
durchaus nicht in der Absicht dieses Bûches, das auf dem Feld der phy 
k’alischen Erkenntnis heute so besonders kraftig sich rührende Leben 
dem Punkt, den es im Augenblicke erreicht hat, mit axiomatischer GrÜu 
lichkeit in eine tote Mumie zu verwandeln. — 

Den Herren Bar und Hiltbrunner bin ich, dem einen für Korrekti 
hilfe, dem andern für Anfertigung der Figuren, zu Dank verpflichtet ; d< 
Vexlage für die unter den heutigen ümstanden bewundernswerte rase 
Drucklegung und gute Ausstattung der Bûches. 

Ribnitz in Mecklenburg, O stem 1918. 


Hermann Weyl, 


Inhaltsverzeichnis. 


Seite 

Einleitung i 

Kap. I. Der Euklidisclie Raiim: seine matlieinatische Forinalisierung 
imd seine Rolle in der Physik. 

§ I. Herleitung der elementareii Raumbegriffe ans dem der Gleîchheit .... lo 

§ 2. Grundlagen der affinen Geometrie 14 

§ 3. Idee der n-diniensionalen Geometrie. Lineare Algebra. Quadratiscbe Formen 20 

§ 4. Grundlagen der metriscben Geometrie 24 

§ 5. Tensoren 30 

§ 6. Tensoralgebra. Beispiele . . . ‘ 35 

§ 7. Feînere Systematik der Tensoren 45 

§ 8. Tensoranalysis. Spannungen. . ‘ 52 

§ 9. Das stationâre elektromagnetisclie Feld 58 

* Kap. IL Riemannsclie Geometrie. 

§ 10. Bericht über Nicbt-Euklidische Geometrie 69 

§11. Riemannscbe Geometrie 75 

§12. Fortsetzung. Dynamîscbe Auffassung der Metrik . 85 

§ 13. Biîdung von Tensoren i. Stufe durcb. Différentiation 91 

§ 14. Geodasie im Riemannscben Raum 97 

§15. Allgemeine Tensoranalysis 103 

§16. Raumkrümmung 107 

§17. Die geodatiscben Dinien als kiirzeste 112 

Kap. III. Relativitat von Raum und Zeit. 

§18. Das Galileiscbe RelativitUtsprinzîp 114 

§19. Elektrodynamîk zeitlich. verUnderlicher Felder. Lorentzsclies Relativitats- 

theorem 124 

§ 20. Das Einsteinsche Relativitatsprinzip 132 

§21. Relativistische Geometrie, Kinematik und Optik 141 

§ 22. Elektrodynamik bewegter Kôrper 149 

§23. Mechanik des Relativitâtsprinzîps 156 

§ 24. Die Materie 159 

§ 25. Die Miescbe Tbeorie 165 

SchluBbemerkungen 172 

Kap. IV. Gravitation. 

§ 26. Relativitat der Be^Yegung, metriscbes Feld und Gravitation • • I 73 

§ 27. Der Energie-Impuls-Tensor 184 


Inhaltsvetzeiclmis. 


38. Eiusteins ^S's'Immenliaiig mit der Erfahrung 

29. Statisches Gravitai f ^ w‘m^ ’ ' 

ctrenge Losung des Einkorp Gravitalionsprobleros . . . ■ ; • 

^ strenge Lôsungen des statiscbea rav Beiück- 


§31- Weitere f der Mmcr^ell-Lorentzsclien 


r3.HamUto.scbes« 


sicEtigung der Ganzes . 

I 33. Betrachtungen uber die wei 


Literatur . • 

Sachregister 


FonnelB. smd 


iedem Kapitel durcbnumeriert. 


Formelverweise beziehen BÎofe 




Einleitung. 


Wir pflegen Zeit und Raum als die Ex\s\enzfûrfmn der realen Welt, 
die Materie als ihre Stibsianz aufzufassen. Ein bestimmtes Materiestück 
erfüllt in einem bestimmten Zeitmoment einen bestimmten Raumteil: in 
der daraus resultierenden Vorstellung der Bewegung gehen jene drei 
Grundbegriffe die innigste Verbindung ein. Von Descartes wurde es als 
Programm der exakten Naturwissenschaft aufgestellt, ailes Geschehen von 
diesen Grundbegriffen aus zu konstruieren und damit auf Bewegung zu- 
rtickzuftihren. — Die tiefe Ràtselhaftigkeit des Zeitbewu^tsdns^ des zeit- 
lichen Ablaufs der Welt, des Werdens ist vom menschlichen Geist, seit 
er zur Freiheit erwachte, immer empfunden worden; in ihr liegt eines 
jener letzten metaphysischen Problème, um dessen Klârung und Lôsung 
Philosophie durch die ganze Breite ihrer Geschichte unablâssig gerungen 
hat Der Raum ward durch die Griechen zum Gegenstand einer Wissen- 
schaft von hôchster Klarheit und Sicherheit. An ihm hat sich in der 
antiken Kultur die Idee der reinen Wissenschaft entfaltet, die Geometrie 
wurde zu einer der mâchtigsten Kundgebungen des jene Kultur beseelen- 
den Prinzips der Souverânitàt des Geistes. An die Geometrie hat sich, 
als die kirchlich-autoritative Weltanschauung des Mittelalters in die Brüche 
ging und die Wogen des Skeptizismus ailes Feste hinwegzureifîen drohten, 
der Wahrheitsglaube wie an einen Fels geklamraert; und es konnte ds 
das hôchste Idéal aller Wissenschaft aufgestellt werden, >more geometrico« 
betrieben zu werden. Was endlich die Materü betrifft, so glaubten wir 
zu wissen, dafî aller Verânderung eine Substanz, eben die Materie, zu- 
grunde liegen müsse, dafi jedes Stück der Materie als ein Quantum sich 
messen lasse und ihr Substanzcharakter seinen Ausdruck finde in dem 
Gesetz von der Erhaltung des in allen Verânderungen sich gleich blei- 
benden Materiequantums. Dieses unser bisheriges Wissen von Raum und 
Materie, durch die Philosophie vielfach als apriorische Erkenntnis von un- 
bedingter Allgemeinheit und Notwendigkeit in Anspruch genommen, ist 
heute vollstàndig ins Wanken geraten. Nachdem die Physik unter den 
Hânden Faradays und Mâxwells der Materie als eine Realitàt anderer 
Kategorie das JFdd gegenübergestellt hatte, nachdem auf der andern Seite 
die Mathematik durch ihre logische Minierarbeit im letztvergangenen Jahr- 
hundert in aller Heimlichkeit das Vertrauen in die Evidenz der Eukli- 
disshen Geometrie untergraben hatte, kam in unsern Tagen der revolu- 
tionare Sturm zum Ausbruch, der jene Vorstellungen tiber Raum, Zeit 

W eylj^Raum, Zeit, Materie. « I 
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und Materie, welche bis dahin als die festesten Stützen der Naturwissc 
schaft gegolten hatten, stürzte; doch nur, um Platz zu schaffen für ei 
freiere und tiefere Ansicht der Dinge. Diese Umwâlzung wurde im ^ 
sentlichen vollzogen durch die Gedankenarbeit eines einzigen Mann 
Albert Einstein. Heute scheint die Entwicklung, was die Grundide 
betrifFt, zu einem gewissen AbschluB gekommen zu sein; doch einei 
ob wir bereits vor einem neuen Definitivum stehen oder nicht — j 
jeden Fall mufi man sich mit dem Neuen, das da emporgekommen i 
auseinandersetzen. Auch gibt es kein Zurück; die Entwicklung des wiss< 
schaftlichen Gedankens mag über das jetzt Erreichte abermals hina 
gehen, aber eine Rückkehr zu dem alten engen und starren Schéma 
ausgeschlossen. 

An den Problemen, die hier aufgeworfen werden, haben Philosopl 
Mathematik und Physik ihren AnteiL Uns soll aber vor allem die mat! 
matisch-physikalische Seite der Fragen beschàftigen ; auf die phi 
sophische werde ich nur ganz nebenher eingehen, aus dem einfacl 
Grunde, weil in dieser Richtung etwas irgendwie Endgtiltiges bisher ni 
vorliegt und ich selber auch nicht imstande bin, auf die hergehôrij 
erkenntnîstheoretischen Fragen solche Antworten zu geben, die ich 
meinem Erkenntnisgewissen voll verantworten kônnte. Die Ideen, wel 
es hier darzustellen gilt, sind nicht aus einer spekulativen Versenki 
in die Grundlagen physikalischer Erkenntnis hervorgegangen, sond 
haben sich im Ausbau der lebendig vorwàrts drângenden Wissensch 
der die alte Schale zu eng wurde, an konkreten physikalischen Problei 
entwickelt; eine Révision der Prinzipien wurde jedesmal erst nachtrâg 
vollzogen und nur so weit, als es gerade die neu aufgetauchten Ideen 
heischten. Wie die Dinge heute liegen, bleibt den Einzelwissenschâ 
nichts anderes tibrig, als in diesem Sinne dogmatisch zu verfahren, d 
in gutera Glauben den Weg zu gehen, auf den sie durch vemünft 
im Rahmen ihrer eigentümlichen Methoden emporkommende Motive 
dràngt werden. Die philosophische Klârung bleibt eine grofie Aufg 
von vôllig anderer Art, als sie den Einzelwissenschaften zuMt; da i 
nun der Phüosoph zu; mit den Kettengewichten der in jener Aufg 
liegenden Schwierigkeiten behânge und behindere man aber nicht 
Vorwârtsschreiten der konkreten Gegenstandsgebieten zugewandten Wis 
schaften. ' 

Gleichwohl beginne ich mit einigen philosophischen Erôrterungen* 
Menschen in der natürlichen Einstellung, in der wir unser tâgliches L< 
führen, ‘ stehen uns in Akten der Wahrnehmung leibhaftig wirkliche Kdi 
dinge gegentiber. Wir schreiben ihnen reale Existenz zu und wir neh 
sie hin als prinzipiell so beschaffen, so gestaltet, so gefârbt üsw. , 
sie uns da in der Wahrnehmung erscheinen (prinzipiell, d. h. vorbe 
lich aller als môglich zugegebenen Sinnestâuschungen, Spiegelut 
Trâume, Halluzinationen usf.). Sic sind umgeben und durchsetzt 
einer ins Unbestimmte verschwimmenden Mannigfaltigkeit analoger \ 
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lichkeiten, die sich aile zusammenftigen zu einer einzigen, immerdar vor- 
handenen ràumlichen Welt, zu der ich selber mit meinem Einzelleib 
gehôre. Es handle sich hier nur um diese kôrperlichen Dinge, nicht 
um ail die Gegenstândlichkeiten andrer Art, die wir als natürliche Men- 
schen sonst noch uns gegenüber haben: Lebewesen, Personen, Gebrauchs- 
gegenstânde, Werte, solche Wesenheiten wie Staat, Recht, Sprache u. dgl. 
Wohl bei jedem theoretisch gerichteten Menschen beginnt die philo- 
sophische Selbstbesinnung damit, daô er irre wird an dieser Weltanschau- 
ung des naiven Realismus, auf die ich da eben kurz hingewiesen habe. 
Man sieht ein, dafî eine solche Qualitât wie etwa '>grün<^ nur als Kor- 
relat der Grün-Empfindung an dem in der Wabrnehmung sich gebenden 
Gegenstande Existenz besitzt, daB es aber sinnlos ist, sie als eine Be- 
schaffenheit an sich daseienden Dingen an sich anzuhângen. Diese Er- 
kenntnis von der Subjektivitàt der Sinnesqualitàten tritt bei Galilei (wie 
bei Descartes und Hobbes) in engster Verbindung auf mit dem Grund- 
satz der mathematisch- ko?îstruktiven Méthode unserer heuügen qualitàts- 
lostn Physiky nach der z. B. die Farben »in Wirklichkeit« Àtherschwin- 
gungen, also Bewegungen sind. Erst Kant vollzog innerhalb der Philo- 
sophie mit vôlliger Klarheit den weiteren Schritt zu der Einsicht, daB 
nicht nur die sinnlichen Qualitâten, sondern auch der Raum und die 
ràumlichen Merkmale keine objektive Bedeutung im absoluten Sinne be- 
sitzen, daû auch der Raum nur eine Form unserer Anschauung ist. Inner- 
halb der Physik ist es vielleicht erst durch die Relativitàtstheorie ganz 
deutlich geworden, daB von dem uns in der Anschauung gegebenen 
Wesen von Raum und Zeit in die mathematisch konstruierte physikalische 
Welt nichts eingeht. Die Farben sind alsô >in Wirklichkeit« nicht ein- 
nf mal Àtherschwingungen, sondern mathematische Funktionsverlàufe, wobei 
î4 in den Funktionen, den drei Raum- und der einen Zeitdimension ent- 

f ' 

e|: sprechend, vier unabhangige Argumente auftreten. 

In prinzipieller Allgemeînheit: die wirkliche Welt, jedes ihrer Be- 
3«|: standstücke und aile Bestimmungen an ihnen, sind und kônnen nur ge- 

geben sein als intentionale Objekte von BewuBtseinsakten. Das schlecht- 
34 hin Gegebene sind die BewuBtseinserlebnisse, die ich habe — so wie 
ich sie habe. Sie bestehen nun freilich keineswegs, wie die Positivisten 
:n|, vielfach behaupten, aus einem bloBen Stoff von Empfindungen, sondern 
i in einer Wahrnehmung z. B. steht in der Tat leibhaft für mich da ein 
Ml Gegenstand, auf welchen jenes Erlebnis in einer jedermann bekannten, 
►e# aber nicht nâher beschreibbaren , vdllig eigentümlichen Weise bezogen 
er| ist, die mit Brentano durch den Ausdruck ^intentionaîes Objekte be- 
icl zeichnet sein soU. Indera ich wahrnehme, sehe ich etwa diesen Stuhl, 
wif ich bin durchaus auf ihn gerichtet. Ich >habe€ die Wahrnehmung, aber 
al% erst wenn ich diese Wahrnehmung selber wieder, wozu ich in einem 
jecl freien Akt der Reflexion imstande bin, zum intentionalen Objekt einer 
Voé * neuen, inneren Wahrnehmung mâche, 'Hjueip< ich von ihr (und nicht 
irli bloB von dem Stuhl) etwas und stelle dies fest, was ich da eben gesagt 

V I* 
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habe. In diesem zweiten Akt ist das intentionale Objekt ein immanenti 
nâmlich wie der Akt selber ein reelles Bestandstûck meines Erlebni 
stromes; in dem primâren Wahrnehmnngsakt aber ist das Objekt trar 
zendmt^ d. h. zwar gegeben in einem Bewufîtseinserlebnis , aber nie 
reelles jBestandstück. Das Immanente ist (zhsoltit^ d. b. es ist genau dî 
als was ich es da habe, und dieses sein Wesen kann ich mir eventu 
in Akten der Réflexion zur Gegebenheit bringen. Hingegen haben c 
transzendenten Gegenstande nur ein phànomenales Sein, sie sind Ersch' 
nendes — in mannigfaltigen Erscheintingsweisen und »Abschattungei 
Ein und dasselbe Blatt sieht so oder so groB aus, erscheint so oder 
gefârbt, je nach meiner Stellung und der Beleuchtung; keine diesex 1 
scheinungsweisen kann für sich das Recht beanspruchen, das Blatt so 
geben, wie es >an sich« ist. -r— In jeder Wahmehmung liegt nun wei 
unzweifelhaft die Thesis der Wirklichkeit des in ihr ersch ein en den C 
jekts, und zwar als Teil und inhaltliche Fortbestimmung der Genei 
thesis einer wirklichen Welt. Aber indem wir von der natürlichen : 
philosophischen Einstellung übergehen, machen wir, über die Wahrxij 
mung reflektierend, diese Thesis sozusagen nicht mehr mit; wir k< 
statieren kühl, daü in ihr etwas als wirklich >vermeint« ist. Der S 
und das Recht dieser Setzung wird uns jetzt gerade zum Probh 
das von dem BewuBtseins-Gegebenen aus seine Ldsung finden m 
Ich meine also keineswegs, dafi die Auffassung des Weltgeschehens 
eines vom Ich produzierten BewuBtseins-Spiels gegenüber dem nai 
Realismus die hôhere Wahrheit enthalte; im Gegenteil. Nur darum *h 
delt es sich, da6 man einsehe, das Bewufîtseins-Gegebene ist der A 
gangspunkt, in den wir unS'Stellen müssen, um Sinn und Recht 
Wirklichkeitssetzung auf eine absolute Weise zu begreifen. Analog ' si 
es auf logischem Gebiet. Ein Urteil, das ich fâlle, behauptet ei 
Sachverhalt; es setzt diesen Sachverhalt als wahr. Auch hier ents 
die philosophische Frage nach dem Sinn und Recht dieser Wahrh< 
thesis; auch hier leugne ich nicht die Idee der objektiven Wahrl 
aber sie wird zum Problem, das ich von dem absolut Gegebenen aus 
begreifen habe. — Das >reine Bewufîtseiii« ist der Sitz des phüoso 
schen a priori. Hingegen muB und wird die philosophische Klâi 
der Wirklichkeitsthesis ergeben, daB keiner jener erfahrenden Akte 
Wahmehmung, Erinnerung usw., in denen ich Wirklichkeit erfasse, 
letztes Recht dazu gibt, dem wahrgenommenen Gegenstande Exis 
und die wahrgenommene BeschafFenheit zuzuschreiben; dieses Recht 1 
von einem auf andere Wahrnehmimgen usw. sich stützenden imnaer 
der überwogen werden. Es liegt ira Wesen eines wirklichen Dihges, 
ünerschôpÜiches zu sein an Inhalt, dem wir uns. nur durch immer r 
zum Teil sich widersprechende Erfahrungen und deren Abgleich 
begrenzt nâhera konnen. In diesem Sinne ist das wirkliche Ding 
Grenzidee. Darauf beruht der empirische Charakter aller Wirklichk 
erkenntnis *). 
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Die Urform des BewuBtseinstromes ist die Zeit. Es ist eine Tat- 
sache, sie mag so dunkel und râtselhaft ftir die Vemunft sein wie sie 
will, aber sie laBt sich nicht wegleugnen und wir müssen sie hinnehmen, 
dafi die BewuBtseinsinhalte sich nicht geben als seiend schlechthin (wie 
etwa Begriffe, Zahlen it. dgl.), sondem als jetzt-seiend^ die Form des 
dauernden Jetzt erfüllend mit einem wechselnden Gehalt; so dafi es nicht 
heifît: dies ist^ sondern: dies ist jetzt ^ doch jetzt nicht mehr. ReiBen 
wir uns in der Reflexion heraus aus diesem Strom und stellen uns seinen 
Gehalt als ein Objekt gegenüber, so wird er uns zu einem zeitlichen 
dessen einzelne Stadien in der Beziehung des früher und spater 
zueinander stehen. 

Wie die Zeit die Form des BewuBtseinstromes, so, darf man mit 
Fug und Recht behaupten, ist der Raum die Form der kôrperlichen 
Wirklichkeit. Aile Momente kôrperlicher Dinge, wie sie in den Akten 
âuBerer Wahrnehmung gegeben sind, Farbe z. B., haben das Auseinander 
der ràumlichen Ausbreitung an sich. Aber erst indem sich aus allen 
unseren Erfahrungen eine einzige zusammenhângende reale Welt aufbaut, 
wird die in jeder Wahrnehmung gegebene râumliche Ausbreitung zu einem 
Teil des einen und selben Raum es, der aile Dinge umspannt. Dieser 
Raum ist Form der AuBenwelt; das will sagen: jedes kôrperliche Ding 
kann, ohne irgendwie inhaltlich ein anderes zu sein als es ist, ebenso- 
gut an jeder anderen Raumstelle sein als gerade an dieser. Damit ist 
zugleich die Homogenitàt des Raumes gegeben, und hier liegt die eigent- 
liche Wurzel des Kongruenzhegriffs. 

Wâre es nun so, daB die Welt des BewuBtseins und der transzen- 
denten Wirklichkeit vôllig voneinander geschieden sind oder vielmehr 
nur das stille Hinblicken der Wahrnehmung die Brücke zwischen ihnen 
spannt, so bliebe es wohl dabei, wie ich es eben dargestellt habe: auf 
der einen Seite das in der Form des dauernden Jetzt sich wandelnde, 
aber raumlose BewuBtsein, auf der andern die râumlich ausgebreitete, 
aber zeitlose Wirklichkeit, von der jenes nur ein wechselndes Phànomen 
enthâlt. Ursprünglicher aber als aile Wahrnehmung ist in uns das Er- 
leben von Streben und Widerstand, des Tuns und Leidens*). Für einen 
in natürlicher Aktivitât lebenden Menschen dient die Wahrnehmung vor 
allem dazu, ihm den bestimmten Angriffspunkt seiner gewollten Tat und 
den Sitz ihrer Widerstânde in bildhafter Klarheit vor das BewuBtsein za 
rticken. Im Erleben des Tuns und Erleidens werde ich selbst mir zu 
einem einzelnen Individuum von psychischer Realitât, gekntipft an einen 
Leib, der unter den kôrperlichen Dingen der AuBenwelt seine Stelle im 
Raum hat und durch den hindurch ich mit andern Individuen meines- 
gleichen in Verbindung stehe; wird das BewuBtsein, ohne doch seine 
Immanenz preiszugeben, zu einem Stiick der Wirklichkeit, zu diesem be- 


*) Unsere Grammatik hat nur die Verbformen des activum und passivum; es gibt 
keine zum Ausdruck eines Geschehens, geschweige denn eines Sachverhalts. 


deré^^orenward und sterben wird. 
sonderen .'^urch ’auch das BewuBtsein seine Form, die 

Anderseits spannt aber da ., ggiter ist darum Veranderung, 

St, über die Wirklichkeit aus^ 

Bewegung, Ablauf, Werden und ^ ^ ^felt wirkend hin- 

meinenLeib hindurch als ' ^ (yrie ihr deutscher Name »Wirk- 

übergreift, so ist sie selber auch w durchgangigen 

lichkeit* besagt), ihre J ^ der Tat zeigt sich in der Bbysik, 

KausaMsammnhang nicht voneinander zu «ennen sind. 

daB kosmiscbe Zeit S^^itâtstheorie das Problem der Verkopp- 

Die neue Weise, m der Wirklichkeit lôst, fallt zusammen tni 

lung von Ranm und Zeit “ Snngszusaminenhang der Welt. 
einer neuen Einsicbt “ ^ ^ugen ist damit klar vorgezeichnet. Was 
Der Gang unserer über ihre mathematisch-begtÆ- 

tiber die Zeit für sich Eirfeitung Hatz finden Weit aus- 

liche Erfassung, môge ^Se handeln. Das 1 . Kapitel ist dem 

führlicher müssen wir dann mathematischen Konstruktion. 

Bukîidischen Raume g«^^^“SrenSckelt, welche über àa^EukMis^e 
Ira IL Kapitel werden die Ide Rietnamschen Raumhegnff 

Schéma hinausdrângen upd im g III. Kapitel das eben er- 

ihren AbschluB finden 

wâhnte Problem Sen die Erkenntnisse der Mechamk und 

erôrtern sein; von hier a p pj^blem seinemWesen “ach, wie 

Physik eine wichtige ^ als einer wirkenden geknùpft 

biiu tato.^ a. dî= te W ^ 0,a,.ke„ ™d 

ist. Die Synthèse der im H- _ ^itel IV zu Einsteins allgemetner Re 
uns dann in dem bvsUtalischer Hinsicht eine neue Theone 

iativmistheorie führen m der m phy kj die unsere Vor- 

der Gravitatum enthalten ist. erfahren, wird der Begrtff der 

stellungen von Raum Zmt ^ ^,3 darttber 

ri«ÏC»teTÆ» Stella im DL «ad IV. KapM »* 

kommcn soll. , -ua •Ratn-iffe heranbringen zu kônnen, müsser 

UmandieZ«ïmathematische Be^ punktuelles Jetzt 

«i, die ideelle MogUchW^ m Ve. je ™ei ve, 

siKe», die Avltesbattet ™. Ze tpmk ^ 

sçhiedenen Zeitpunkten wir Ordnungsbeziehung* giE der Grundsat! 

‘der spàtere sein. Von ^ j ftüher als C. Je zw 

Ist A früher als B sxxA B r er ^ ’ begrenzen eine Zeitstrech 

Zeitpunkte ^5, von denen ^ der frühem is^^^ ^ 33, 

in sie hinein fâüt jeder Punkt, P ^ der Idee der GUichh 

die Zeit 'Eorm des Erlebnisstromes 
zum Ansdruck: der Erlebnisgeh^t, welcher^d 

kann an sich, ohne die er dort erfüllen würde, ist 1 

lïïekrjj dek data» «t die GleicW 
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von Zeitstrecken der objektiven Zeit, unter Hinzuziehung des Kausalitâts- 
prinzips, das folgende objektive Kriterium. Kehrt ein vollstândig isoliertes 
(keine Einwirkung von aufien erfahrendes) pbysikalisches System einmal 
genau zu demselben Zustand zurück, in dem es sich bereits in einem 
früheren Moment befand, so wiederholt sich von da ab die gleiche zeit- 
liche Zustandsfolge, und der Vorgang ist ein zyklischer. Ein solches 
System nennen wir allgemein eine Uhr. Jede Période bat die gleiche 
Zeitdauer. 

Auf diese beiden Relationen, früber-spâter und gleich, stützt sich die 
mathematische Erfassung der Zeit durcb das Messen. Wir versuchen, das 
Wesen des Messens kurz anzudeuten^). Die Zeit ist homogen, d. h. ein 
einzelner Zeitpunkt kann nur durch individuelle Aufweisung gegeben 
werden, es gibt keine im allgemeinen Wesen der Zeit gründende Eigen- 
schaft, welche einem Zeitpunkt zukàme, einem andern aber nicht. In rein 
logischer Fassung: jede auf Grand der erwàhnten beiden Urrelationen 
rein logisch zu definierende Eigenscbaft kommt entweder allen Zeitpunkten 
oder keinem zu. Ebenso stebt es noch mit den Zeitstrecken oder Pnnkte- 
paaren: es gibt keine auf Grand jener beiden Urrelationen zu definierende 
Beziehung zwischen zwei Punkten, die nicht für jedes Punktepaar AB 
(A frtiher als B) erftillt ware, wenn sie für^ ein solches besteht. And ers 
wird die Sache aber, wenn wir zu drei Zeitpunkten übergehen. Sind irgend 
zwei Zeitpunkte von den en O der frühere ist, gegeben, so ist es 
môglich, jeden Zeitpunkt P relativ zu der Einheitsstrecke OE auf begriflf- 
liche Weise festzulegen; d. h. es ist môglich, rein logisch aus den Ur- 
relationen eine Beziehung t zwischen drei Punkten zu definieren, für welche 
folgendes gilt: i) zu je zwei Punkten A und von denen A der frühere 
ist, gibt es einen und nur einen Punkt C, so dafî zwischen A^ B und C 
die Beziehung t statthat, in Zeichen: 

AC = t ‘ AB ; 

2) es ist • 

(*) OP^t ‘ OK ' 

Und übrigens kann es bei gegebenen Punkten OEP auch nur eine solche 
Relation geben. Denn wâre eine zweite, so kâme die durch 

AB = • AB 

erklàrte Eigenscbaft der Zeitstrecke AB — OE und folglich wegen der 
Homogenitàt jeder Zeitstrecke zu; also drücken dann die Gleichungen 
AC=t • AB und AC = t* ‘ AB 
beide dieselbe Relation aus. Die Zahl ist nichts anderes als ein zu- 
sammengedrângtes Symbol für eine derartige Relation t und ihre logische 
Définition auf Grand der Urbeziehungen. Bei gegeben er Einheitsstrecke 
OE wird durch (*) eine umkehrhar-eindeutige Korrespondenz zwischen den 
Zeitpunkten P und den Zahlen t hergestellt ; wir sprechen von P geradezu 
als dem > Zeitpunkt U\ genauer heifît t die Ahszisse von P. Die Logik 
wird hier zur Arithmetik. 
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Durch ■ diese prinzipielle Formulierung des Messens, meine ich, :wît 
es bêgreiflich, wie die Mathematik zu ihrer Rolle in den exakten Natui 
■^ç^issenschaften kommt. Fur das Messen wesentîich ist der Urterschh 
zwischen dem »Gehân< dnes Gegenstandes dur ch individuelle Aufwehun 
einerseitSj auf hegriffliche^n Wege anderseits. Das letzte ist immer nt 
relativ zu Gegenstânden môglichj die unmittelbar aufgewiesen werde 
mtissen. Deshalb ist mit dem Messen immer eine Relativitàtstheorie Ve] 
knüpft Ihr Problem stellt sich allgemein für ein beliebiges Gegenstandî 
gebiet so: i) Was mu6 aufgewiesen werden, um relativ dazu auf begrif 
lichem Wege jeden Gegenstand F des in Frage stehenden Gebietes gebe 
zu kônnen? Das Aufzuweisende heiBt Koordinatensysteni^ die begril 
liche Définition die Koordinate (oder Abszisse) von F in jenem Koord 
natensystem. Zwei verschiedene Ko ordinatensy sterne sind objektiv vôU 
gleichwertig, es gibt keine begrifflich zu erfassende Eigenschaft, welcl 
dem einen zukâme, dem andern nicht; denn dann wâre zu viel unmittelb 
aufgewiesen. 2) Welcher gesetzmâfiige Zusammenhang finclet zwischen de 
Koordinaten eines und desselben willkürlichen Gegenstandes P in zw 
verschiedenen Koordinatensystemen statt? 

’ Hier ira Gebiet der Zeitpunkte beantwortet sich die erste Frage dahl 
das Koordinatensystem besteht aus einer Zeitstrecke OE (Anfangsptm 
und MaBeinheit); die zweite aber durch die Transformation sformel 

t at' b (ûJ ^ o) , 

in welcher <z, b Konstante sind und /, d die Koordinaten desselben wi 
ktirlichen Punktes Fin einem ersten, >ungestrichenen<, und einem zweite 
>gestrichenen« Koordinatensystem. Dabei kônnen als charakteristiso 
Zahlen b der Transformation für aile môglichen Paare von Koordinate 
systemen aile môglichen reelien Zahlen auftreten, mit der Beschranküt 
daÔ a 'stets positiv ist. Die Gésamtheit dieser Transfonnationen bÜdi 

wie das im Wesen der Sache liegt, eine Gruppe\ d. h, 

1) die »Identitât< /==/ ist in ihr enthalten; 

2) mit jeder Transformation tritt ihre Inverse in der Gruppe ai 
d. h. diejenige, welche die erstere gerade wieder rtickgangig macht. I 
Inverse der Transformation {a, b): 



3) mit zwei Transformation en ist in der Gruppe auch immer diejen 
enthalten, welche durch Hintereinanderausführung jener beiden Tira 
formationen hervorgeht. In der Tat: durch HintereinanderausführuBg ( 
beiden Transformàtionen 

/ = eit' — b , 


= a' F + y 


Einleitung. 


9 




entsteht 

t=a^f 

wo 

= a • a , ^* = [ab') + h 

ist; und wenn a und d positiv sind, ist au ch ihr Produkt positiv. 

Die in Kap. III und IV behandelte Relativitâtstheorie wirft das Re- 
lativitâtsproblem auf nicht bloB für die Zeitpunkte, sondern für die ge- 
samte physische Welt. Es stellt sich aber heraus, daB es gelôst ist, sobald 
es einmal für die Formen dieser Welt, Raum und Zeit, seine Lôsung 
gefunden hat: auf Grund eines Koordinatensystems für Raum und Zeit 
lâBt sich auch das physikalisch Reale in der Welt nach allen seinen Be- 
stimmungen begrifflich, durch Zahlen, festlegen. — 

Aile Anfânge sind dunkel. Gerade dem Mathematiker, der in seiner aus- 
gebildeten Wissenschaft in strenger und formater Weise mit seinen Begriffen 
operiert, tut es not, von Zeit zu Zeit daran erinnert zu werden, daB die 
ürsprünge in dunklere Tiefen zurückweisen, als er mit seinen Methoden 
zu erfassen verrnag* Jenseits ailes Einzelwissens bleibt die Aufgabe, zu 
hegreifen. Trotz des entmutigenden Hin- und Herschwankens der Philo- 
sophie von System zu System kônnen wir nicht darauf verzichten, wenn 
sich nicht Erkenntnis in ein sinnloses Chaos verwandeln soll. 




Kapitel 1. 

Der Euklidische Raum: seine mathematîsche Forma- 
lisierung und seine Rolle in der Physik. 

§ I. Herleitung der elementaren Raumbegriffe 
aus dcm der Gleichheit. 

Wie wir in der Zeit ein streng punktuelles Jetzt gesetzt haben, sa 
sctzen wir in der kontinuierlichen râumlichen Ausbreitung, die ebenfalls 
unendlicher Teilung fâhig ist, als letztes einfaches Elément ein exakte 
Hier^ den Raumpunkt. Der Raum ist nicht wie die Zeit ein eindimen 
sionales Kontinuum, die Art seines kontinuierlichen Ausgebreitetseins 
sich nicht auf das einfache Verhâltnis von friiher und spàter zurückführeQ 
wir lassen dahingestellt, in was für Relationen diese Kontinuitât begrif 
lich zu erfassen ist. Hingegen ist der Raum wie die Zeit Form d< 
Erscheinungen, und danait ist die Idee der Gleichheit gegeben : identis< 
derseibe Gehalt, genau dasselbe Ding, welches bleibt, was es ist, kann i 
gut an irgend einer andern Raumstelle sein als an der, an welcher 
sich wirkiich befindet; das von ibm dann eingenommene Ràumstück < 
ist demjenigen @ gleicb oder kongruent^ wclches es wirkiich einnimt 
Jedem Punkt P von © entspricht ein bestimmter homoîoger Punkt F* in i 
der nach jener Ortsversetzung von demselben Teile des gegebenen Geh^ 
bedeckt sein würde, der in Wirklichkeit F bedeckt Diese »Abbildun' 
vermôge deren detn Punkte F der Punkt F' entspricht, nenne ich e 
kongruente Abbildung. Bei Erftillung geeigneter subjektiver Bedingunj 
würde uns jenes Materiale nach seiner Ortsversetzung genau so erschei 
wie das tatsâchlich gegebene. Es ist der Glaube vernünftig zu re< 
fertigen, daB ein als starr erprobter Korper — d. i. ein solcher, der, 
wir ihn auch bewegen und bearbeiten raôgen, uns immer wieder gêna 
erscheint wie er vorher war, wenn wir uns selber zu ihm in die" rict 
Situation bringen — in zwei Lagen, die wir ihm erteilen, diese 
gieicher Ràumstück e realisier t, Den Begriff der Gleichheit will îcla n 
dem schwer zu analysierenden des kontinuierlichen Zusammenhangs 
Aufbau der Geometrie zugrunde legen und in einer flüchtig hingeworl 
Skizze zeigen, wie auf diese aile geometrischen Grundbegriffe zurückge 
werden kônnen. Dabei schwebt mir als eigentliches Ziel vor, untei 
kongruenten Abbildungen die Translationen herauszuheben; erst von d 
Begriff aus soU dann eine strenger geführte axiomatische Begründun 
Euklidischen Geometrie anheben. 


§ I, Herleitung der elementaren RaumbegrifFe aus dem der Gleichbeit. 
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Zunâchst die gerade Linie\ Ihre Eigentümlichkeit ist, dafî sie durch 
zwei ihrer Pankte bestimmt ist; jede andere Linie kann noch unter Fest- 
haltung zweier ihrer Punkte durch kongruente Abbildung in eine andere 
Lage gebracbt werden (Linealprobe). Also: sind B zwei verschiedene 
Punkte, so gehôrt zu der geraden Linie g = AB jeder Punkt, der bei 
allen kongruenten Abbildungen in sich übergeht, die A und B in sich 
überführen (die gerade Linie >weicht nach keiner Seite aus«). Kinematisch 
ausgedrückt, kommt das darauf hinaus, daB wir die gerade Linie als Ro- 
tationsachse auffassen. Sie ist homogen und ein Linearkontinuum wie die 
Zeit: sie zerfàllt durch einen beliebigen ihrer Punkte A in zwei Teile, 
zwei »Halbgeraden«. Gehôren B und C je einem dieser beiden Teile 
an, so sagt man, A liege zwischen B und C\ die Punkte des einen 
Teils liegen rechts, die des andern links von A (dabei wird willktirlich 
bestimmt, welche Hâlfte die linke und welche die rechte heifîen soll). 
Die einfachsten Grundtatsachen, welche für diesen Begriff des >zwischen< 
gelten, lassen sich in solcher Vollstàndigkeit, wie es für den deduktiven 
Aufbau der Geometrie nôtig ist, exakt formulieren. Daher sucht man 
in der Geometrie (unter Verkehrung des wahren anschaulichen Verhâlt- 
nisses) auf den Begriff des »zwischen<, auf die Relation '*A gehôrt der 
Geraden B C a.n und liegt zwischen B und aile KontinuitâtsbegrifFe 
zurückzuführen. Sei A^ ein Punkt rechts von A. Durch A^ zerfàllt die 
Gerade g gleichfalls in zwei Stücke; wir nennen dasjenige, dem A an- 
gehôrt, das linke. Liegt hingegen A' links von Aj so dreht sich die 
Sache um. Bei dieser Festsetzung gelten dann analoge Verhàltnisse nicht 
nur hinsichtlich A und A'^ sondern irgend zweier Punkte der geraden 
Linie. Durch das links und rechts sind die Punkte der Geraden genau in 
der gleichen Weise geordnet wie die Zeîtpunkte durch das früher und spâter. 

Links und rechts sind gleichberechtigt. Es gibt eine kongruente Ab- 
bildung, die A fest lâBt, jedoch die beiden Hàlften, in welche die Gerade 
durch A zerfàllt, vertauscht; jede Strecke AB lâBt sich verkehrt mit sich 
zur Deckung bringen (so daB B auf A und A auf B fâllt). Hingegen làBt 
eine kongruente Abbildung, die A in A überführt und aile Punkte rechts 
von A in Punkte rechts von A^ aile Punkte links von A in Punkte links 
von A J jeden Punkt der Geraden fest. Die Homogeneïtât der geraden 
Linie kommt darin zum Ausdruck, daB man die Gerade so mit sich zur 
Deckung bringen kann, daB irgend einer ihrer Punkte A in irgend einen 
andern A' übergeht, die rechte Hâlfte von A aus in die rechte Hâlfte 
von A' aus und ebenso die linke in die linke (Translation der Geraden). 
Führen wir für die Punkte der Geraden die Gleichbeit AB — A* B^ 
durch die Erklàrung ein: sie besagt, daB AB durch eine Translation 
der Geraden in A^ B^ übergeht, so finden hinsichtlich dieses Begriffs die 
gleichen Umstânde statt, wie sie für die Zeit galten. Sie ermôglichen 
die Einführung der Zabi, die Herstellung einer umkehrbar-eindeutigen 
Korrespondenz zwischen den Punkten auf der geraden Linie und den 
reellen Zahlen unter Zugrundelegung einer Einheitsstrecke OE, 
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Betrachten wir die Gruppe der kongruenten Abbildungen, welche 
Gerade g. fest lassen (d. h. jeden Pankt von ^ in einen Punkt vol 
tiberführen)! Unter ihnen haben wir die Rotationen als diejenigen \ 
vorgehoben, welche nicht nur g als Ganzes, sondern jeden Punkt voi 
einzeln an seiner Stelle lassen. Wie kônnen wir in dieser Gruppe 
Translationen von den Schraubüngen unterscheiden ? Ich will hier ei 
ersten Weg einschlagen, der auf einer rotativen Auffassung nicht 
der Geraden, sondern au ch der Ebene beruht. 

Zwei von einem Punkt O ausgehende Halbgerade bilden einen Wk 
Jeder Winkel kann verkehrt mit sich zur Deckung gebracht werden, 
daB der eine Schenkel auf den andern fâllt und umgekehrt. Ein reù 
Winkel ist mit seinem Neben winkel kongruent. Ist also h eine Geri 
die in ^ auf ^ senkrecht steht, so gibt es eine Rotation um g [{ 
klappung), welche die beiden Hâlften, in die durch A zerfâllt, ■ 
tauscht. Aile auf g in A senkrecht stehenden Geraden bilden dieMiet 
durch A senkrecht zu Je zwei dieser senkrechten Geraden ge 
auseinander durch Rotation um g hervor. Bringt man g irgendwie 

sich verkehrt zur Deckung, so ài 
in A übergeht, die beiden HâÎ! 
in die g durch A zerfâllt, i 
miteinander vertauscht werden 
kommt dabei die Ebene E nob 
dig mit sich selbst zur Deck 
Auch durch diese Eigenschaft 
sammen mit der Rotationssymt» 
laBt sich die Ebene erklâren: 
kongruente rotationssymmatti 
Tische sind eben, wenn ich dadi 
daB ich den einen mit vertikaler Achse verkehrt auf den andern st 
die beiden Tischplatten zur Deckung bringe. Die Ebene ist hom( 
Der Punkt A auf E, der hier zunâchst als >Zentrum« erscheint, îi 
keiner Weise vor ihren tibrigen Punkten ausgezeichnet; durch jedeti 
ihnen, geht eine gerade Linie g' hindurch von der Art, daB I 
allen Geraden durch A^ senkrecht zu / besteht. Die aus den stotl 
Punkten A' von E in dieser Weise hervorgehenden senkrechten Gemd 
bilden eine Schar paralleîer Geraden; in ihr ist die Gerade yol 
wir ausgingen, in keiner Weise ausgezeichnet Die Geraden dar ' 
erfüllen den ganzen Raum, so daB durch jeden Raumpunkt eine une 
eine Gerade der Schar hindurchgeht Sie ist unabhângig davor 
welchar Stelle A der Geraden g die obige Konstruktion ausgeführt 
ist A^ irgend ein Punkt von g^ so schneidet die auf g in A^ errh 
Normalebene nicht nur g^ sondern aile Geraden der Parallelenschar 
recht. Diese aus den sâratlichen Punkten A^ von g entstehenden Ne 
ebenen E* bilden eine parallèle Schar von Ebenen; auch sie m 
den Raum einfach und lückenlos. Es bedarf nur noch eines k 




§ I. Herleitung der elementaren Raumbegrîffe aus dem der Gleichheit. 


Schlittes, um von dem so gewonnenen Raumgerüst zum rechtwinkligen 
Koordinatensystem zu gelangen. Hier benutzen wir es jedoch, um den 
Begriff der râumlichen Translation festzulegen: die Translation ist einc 
kongruente Abbildung, die nicht nur sondern jede Gerade der Parallelen- 
schar in sich überführt Es gibt eine imd nur ëine Translation, welche 
den beliebigen Punkt A von g in den beliebigen Punkt derselben 
Geraden überführt. 

Ich will noch einen zweiten Weg angeben, um zum Begriff der Trans- 
lation zu gelangen. Das Hauptkennzeichen der Translation ist, daB in 
ihr aile Punkte gleichberechtigt sind, daB von dem Verhalten eines Punktes 
bei der Translation nichts Objektives ausgesagt werden kann, was nicht 
auch fûr jeden andern gelte (so daB auch bei gegebener Translation die 
Punkte des Raumes nur durch individuelles Aufweisen [»dieser da«] von- 
einander unterschieden werden konnen, wâhrend z. B. in einer Rotation 
sich die Punkte der Achse durch die Eigenschaft, dafi sie an ihrer SteUe 
bleiben, vor allen übrigen auszeichnen). Indem wir dieses Kennzeichen 
in den Vordergrund stellen, ergibt sich die folgende Erklàrung der Trans- 
lation, die von dem Begriff der Rotation ganz unabhângig ist. Bei 
einer kongruenten Abbildung gehe der beliebige Punkt P in P’ über; wir 
wollen PP^ ein Paar zusammengehôriger Punkte nennen. Hat eine zweite 
kongruente Abbildung die Eigenschaft, daB sie jedes Paar zusammen- 
gehoriger Punkte wiederum in ein solches Paar überführt, so soll sie mit 
der ersten vertauschbar genannt werden. Eine kongruente Abbildung 
heiBt eine Translation, wenn es mit ihr vertaiischbare kongruente Ab- 
bildungen gibt, welche den beliebigen Punkt A in den beliebigen Punkt B 
tiberführen. — DaB zwei kongruente Abbildungen /, II miteinander ver- 
tauschbar sind, besagt, wie man sofort auf Grund der Erklàrung beweist, 
daB die durch Hintereinanderausführung der Abbildungen /, II ent- 
stehende kongruente Abbildung mit derjenigen identisch ist, die durch 
Hintereinanderausführung dieser beiden Abbildungen //, / in umgekehrter 
Reihenfolge hervorgeht. Es gibt keine Translation, die den Punkt A in 
A überführt, auBer der Identitât, die jeden Punkt festlàBt. Denn wenn 
eine solche Translation P in P' überführt, so muB es nach Définition 
eine kongruente Abbildung geben, die A in jP und gleichzeitig A in P^ 
verwandelt; mithin muB P^ mit P identisch sein. Es ist eine Tatsache, 
daB eine Translation (und zwar nach dem Gesagten nur eine) existiert, 
welche den beliebigen Punkt A in den beliebigen B überführt. Es ist 
eine Tatsache, daB, wenn 5E eine Translation ist, ^ und ^ irgend zwei 
Punkte, nicht bloB (laut Définition) überhaupt eine mit $ vertauschbare 
kongruente Abbildung existiert, die ^ in ^ überführt, sondem daB ins- 
besondere diejenige Translation^ welche A nach B bringt, die geforderte 
Eigenschaft besitzt. Eine Translation ist daher mit allen Translation en 
vertauschbar; und eine kongruente Abbildung, die mit allen Translationen 
vertauschbar ist, notwendig selber eine Translation. Daraus folgt noch, 
daB diejenige kongruente Abbildung, die durch Hintereinanderausführung 
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zweier Translationen entsteht, und ebenso die »Inverse< einer Tianslal 
(d. i. diejenige Abbildung, welche die Translation gerade wieder rt 
gangig macht) eine Translation ist: die Translationen bilden eine *Gruppe 

Ist so der Begriff der Translation unabhângig von dem der Rotai 
begründet, so lâBt sich der obigen rotativen Auffassung von Gerade ' 
Ebene eine translative gegenüberstellen. Sei a eine Translation, die 
Punkt Ao in überführt. Diese selbe Translation wird A^ in ei 
Punkt A^ , in A^ tiberführen usf. ; dnrcb sie wird A^ ans einem 
wissen Punkt A-r hervorgehen, ans A-, usf. Damit erhalten 

zwar noch nicht die Gerade, aber eine Folge âquidistanter Punkte 
ihr. Nun existiert jedoch, wenn n eine natürliche Zabi ist, eine Tri 

lation — , die bei «-maliger Wiederholung a ergibt. Verwenden 

Tl ^ 

vom Punkte unsern Ansgang nehmend, — in der. gleichen Weise 

eben a, so erhalten wir eine «-mal so dichte Punkterfüllung der zu 1 
struierenden Geraden. Nehmen wir hier für n aile môglichen gai 
Zahlen, so wird diese Erftiliung, je grdfîer n wird, um so dichter ’ 
den, und aile Punkte, die wir erhalten, verfîieBen zu einem Lin 
kontinuum, in das sie sich unter Aufgabe ihrer selbstândigen Exis 
einbetten (ich appelliere hier an die Anschauung der Kontinuitât), 
gerade Linie, kdnnen wir sagen, entsteht aus einem Punkte durch in 
wiederholte Ausführung derselben infinitesimalen Translation und i 
Inversen, Eine Ebene aber entsteht durch Translation einer Gerad( 
ari einer andern A: sind h zwei verschiedene, durch den Punki 
gehende Gerade, so ûbe man auf g aile Translationen aus, welche 
sich überftihren; die sàmtlichen so aus g entstehenden Geraden bi 
die Verbindungsebene von g und h. 

Es kommt erst Ordnung in den logischen Aufbau der Geom< 
wenn man den allgemeinen Begrifif der kongruenten Abbildung zuni 
zu dem der Translation verengert und diesen als Grundstein des 
matischen Fundaments verwendet (§§ 2, 3). Doch kommen wir dad 
nur zu einer rein translativen, der '^affitien^ Geometrie^ in der en Ral 
hernach der allgemeine BegrifF der Kongruenz wieder eingeführt wc 
mufî (§ 4), Nachdem die Anschauung uns die nôtigen Unterlagen 
liefert hat, treten wir mit dem nâchsten Paragraphen in die Doraânc 
deduktiven Mathematik hintiber. 

§ 2. Grundlagen der affinen Geometrie. 

Eine Translation oder Verschiebung a des Raumes wollen wir bi 
weiteres als eînen Vtktor bezeichnen; spàter freilich werden wir mit di 
Namen eine allgemeinere Vorstellung verbinden. Da6 bei der 
schiebung a der Punkt JR in Q übergeht, werde auch so ausgedrück 
ist der Endpunkt des von F aus aufgetragenen Vektors a. Sind P ti 
irgend zwei Punkte, so gibt es eine und nur eine Verschiebung a 
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F in Q ûberführt ; wir nennen sie den durch F und Q bestimmten Vektor 
und bezeichnen ihn mit FQ. 

Diejenige Translation c, die durch Hintereinanderausführung zweier 
Translationen a und B entsteht, werde als die Summe von a und B be- 
zeichnet: C = a + B. Aus der Définition der Summe ergibt sich i) die 
Bedeutung der Multiplikation (Wiederholung) und der Teilung eines Vektors 
durch eine ganze Zahl; 2) der Sinn der Operation — , welche den Vektor a 
in den inversen — a verkehrt; 3) was un ter dem Vektor o zu verstehen 
ist, nâmlich die aile Punkte festlassende >Identitât«. Es ist a + o = a, 

a+ ( — a) = o. Weiter folgt daraus die Bedeutung des Symbols dr 

n 

= Aa, in welchem m und n irgend zwei natürliche Zahl en sind und X 

TH- 

den Bruch dz — bezeichnet. Durch die Forderung der Stetigkeit ist 
n 

damit auch festgelegt, was unter dem Vektor Aa zu verstehen ist, wenn 
l eine beliebige reelle Zahl. Wir stellen folgendes einfache Axiomen- 
system der affinen Geometrie auf. 


I. Vektoren. 


yi? zwez Vektorm a und B hestlmmen emdeutig tinen Vektor û + ® 
ikre > Summe eine Zahl X und ein Vektor a hesiimmen eindeutig einen 
Vektor Aû, das >X- fâche von a« [Multiplikation], Diese Operationen ge^ 
nügen folgenden Gesetzen. 


t' 





a) Addition, 

1. a + B = B + a [kommutatives Gesetz). 

2. (û + B) + c = û + (B + c) [assoziafives Gesetz), 

3. Sind a und C irgend zwei Vektorenj so giht es einen und nur einen 
fur welchen die Gleichung a + J = C giît Er heipt die Differenz c — a 
von c und a. [M'ôglichkeit der Suhtraktion,) 

P) Multiplikation, 

1. (A + = (Aa) + (jUû) [erstes distributives Gesetz], 

2. X{fia) = (A^i)a [assoziatives Gesetz), 

3. la = û. 

4. A(a +B) = (A a) + (AB) [zweites distributives Gesetz), 

I. und 2. folgen für ralionale Multiplikatoren A, jx aus den Additions- 
axiomen; gemafi déni Prinzip der Stetigkeit nehmen wir sie auch für 
beliebige reelle Zahlen in Anspruch, formulieren sie aber ausdrticklich 
als Axiome, da sie sich in dieser Allgemeinheit rein logisch nicht aus 
den Additionsaxiomen herleiten lassen: sie setzen uns in den Stand, aus 
dem logischen Aufbau der Geometrie die schwer zu greifende Stetigkeit 
ganz zu verbannen. 4. faût die Àhnlichkeitssatze zusammen. 

y) Das ^Dimensions axiome, das hier seine Stelle im System findet, 
werden wir erst hernach formulieren. 
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Der Euklidische Raum. 


H. Punkte und Vektoren. 

1. Je zwei Punkte A und B bestirnmen einen Vektor a; in Zeiche 
AB CL. Ist A irgend ein Punkt^ a irgend ein Vektor^ so gibt es cint 
und nur einen Punkt B, fur weîchen AB = a ist. 

2, Ist AB — CL ^'BC=hjSozst AC— 

In diesen Axiomen treten zwei Grundkategorien von Gegenstânden au: 
die Punkte und die Vektoren; drei Grundbeziehungen, nàmlich diejenigei 
welche dnrch die Symbole 

(i) a + t) = Âa, AB = a 

ausgedrtickt werden. Aile Begriffe, die sicb allein mit ihrer Hülfe rei 
logisch definieren lassen, gehôren zur affinen Geometrie ; aile Sâtze, welch 
sich aus diesen Axiomen rein logisch folgern lassen, bilden das Lehi 
gebâude der affinen Geometrie, das somit auf der hier gelegten axk 
matischen Basis deduktiv errichtet werden kann. Übrigens sind unseï 
Axiome nicht aile logisch unabhângig voneinander, sondern die Addition! 
axiome für Vektoren (/a, 2. und 3.) folgen aus denen, (//), welche di 
Beziehung zwischen Punkten und Vektoren regeln. Es lag uns aber daraj 
dafî die Axiome /über Vektoren für sich schon ausreichen, um aile Tai 
sachen, welche nur die Vektoren (und, nicht die Beziehungen zwische 
Punkten und Vektoren) betreffen, aus ihnen zu folgern. 

Aus den Additionsaxiomen la laôt sich schlieôen, daS ein bestimmti 
Vektor 0 existiert, der für jeden Vektor a die Gleichung a + o == 

erfüllt; aus den Axiomen II ergibt sich weiter, dafi AB dann ünd ni 

dann dieser Vektor o ist, wenn die Punkte A und B zusammenfalten* 

Ist O ein Punkt, e ein von o verschiedener Vektor, so bilden die* Km 

punkte P aller Vektoren OP von der Form fe eine beliebige reel 

Zahl)‘ eine Gerade. Durch diese Erklarung wird die translative Auffassüi 

der Geraden in eine exakte, nur die Grundbegriffe des affinen Axiotue 

Systems benutzende Définition gekleidet. Diejenigen Punkte /*, für weld 

die Abszisse ^ positiv ist, bilden die eine Hâlfte, diejenigen, für welc 

§ negativ ist, die andere Hâlfte der Geraden von O aus. Schreiberi v 

statt e und ist ein weiterer Vektor, der nicht von der Form i 

* * 

so bilden die Endpunkte P aller Vektoren OP von der Form 

Ebent (translative Entstehung der Ebene durch Verschiebung eir 
Geraden lângs einer andern). Verschieben wir endlich die Ebene E llCt 
einer durch (9 hindurchgehenden, aber nicht in E gel egen en Geraden, ^ 
durchstreicht sie den ganzen Raum. Ist mithin ein Vektor, der nf 
unter der Form ^^jCj + Cg enthalten ist, so kann jeder Vektor auf ^ 
und nur eine Weise als eine lineare Kombination J 

von Cj, Ca, Cg dargestellt werden. Es ergeben sich hier naturgejc 
folgende Begriffsbestimmungen. ^ 


§ 2, Grundlagen der affinen Géométrie. 


Eine endliche Anzahl von Vektoren heifit linear un- 

ahkàngtg^ wenn 

( 2 ) “f" ^2 ^2 “H ’ * ‘ H” 

nur dann = o ist, falls sâmtliche Koeffizienten ^ verschwinden, Unter 
dieser Voraussetzung bilden, wie wir uns ausdrücken wollen, die sâmt- 
lichen Vektoren von der Form (2) eine h - dmensionale linear e Vektor- 
Mannigfaltigkeit^ und zwar diejenige, welclie von den Vektoren e^, 
Ca. ^aufgespannU wird. Eine /^-dimensionale linear e Vektor-Mannig- 
faltigkeit kann, unabhângig von der besonderen »Basis« C/, folgender- 
maôen gekennzeichnet werden: 

1. Die beiden Grundoperationen: Addition zweier Vektoren und Mul- 
tiplikation eines Vektors mit einer Zabi führen nicht aus der Mannigfaltig- 
keit heraus; d. h. die Summe zweier zu SOI gehôriger Vektoren wie auch 
das Produkt eines zu SK gehôrigen Vektors mit einer beliebigen reellen 
Zabi liegt stets wieder in SK. 

2. Es existieren in 9 K wobl h linear unabbângige Vektoren, aber je 
/z + I sind voneinander linear abhângig. 

Aus der 2. Eigenschaft (die aus unserer ursprünglicben Définition mit 
Hülfe der elementarsten Sâtze über lineare Gleiebungen folgt) entnehmen 
wir; dafî die Dimensionszabl h für die Mannigfaltigkeit als solcbe charakte- 
ristisch ist und niebt abbângig von der speziellen Vektorbasis, durch. 
welche wir sie »aufspannen«. 

Das in der obigen Tabelle der Axiome noeb ausgelassene Dimensions- 
axiom kann jetzt so formuliert werden: 

Es gibt n linear unabhàngige Vektoren^ aler je n 1 sind voneinander 
linear abhângig^ 

oder: die Vektoren bilden eine «-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit. 
Das führt für ^ = 3 auf die affine râumliche Geometrie, für n = 2 auf 
die ebene, füxn==i auf die Geometrie der Geraden. Bei der deduk- 
tiven Bebandlung der Geometrie wird es aber zweckmâBig sein, den Wert 
von n unbestimmt zu lassen und so eine >«-dimensionale Geometrie« zu 
entwickeln, in welcber die der Geraden, der Ebene und des Raumes als 
die speziellen Fàlle n = 2, 3 enthalten sind. Denn wir sehen (hier 

für die affine, hernach für die vollstândige Geometrie), daB in der mathe- 
matischen Struktur des Raumes nichts liegt, was uns notigt, bei der 
Dimensionszabl 3. steben zu bleiben. Gegenüber der in unsern Axiomen 
ausgedrückten mathematiseben GesetzmâBigkeit des Raumes erscheint seine 
spezielle Dimensionszabl 3 als eine Zufàlligkeit , über die wir in einer 
systematiseben deduktiven Théorie hinwegschreiten müssen. Auf die damit 
gewonnene Idee einer :^-dimensionalen Geometrie kommen wir noch im 
nàcbsten Paragraphen zürück ^). Zunâchst müssen wir die begonnenen Er- 
klàrungen vërvollstândigen. 

Ist O ein beliebiger Punkt, so erfüllen die sâmtlicben Endpunkte P 
der von O aus aufgetragenen Vektoren einer i^-dimensionalen linearen 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 2 
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Vektor-Mannigfaltigkeit SK, wie sie durch (2) dargestellt ist, ein h-dimemio- 

nahs îineares Pu?iktg€hiîde\ wir sagen, es werde vom Punkte O ans durch 

die Vektoren c^, •••, th aufgespannt. (Das i dimension ale Gebilde 

heiSt Gerade, das 2diniensionale Ebene.) Der Punkt O spielt auf dem 

linearen Gebilde keine ausgezeichnete Rolle ; ist Ü irgend ein Punkt des- 
»»->• 

selben, so durchlàuft Ù wenn für aile môglich en Punkte des linearen 
Gebildes eintreten, die gleiche Vektor-Mannigfaltigkeit SK. Tragen wir 
die sâmtlichen Vektoren der Mannigfaltigkeit SK einmal von einem Punkte O y 
ein andermal von einem beliebigen andern Punkte (9' auf, so nennen wir 
die beiden entstehenden linearen Punktgebilde zueinander parallel. Darm: 
liegt insbesondere die Dcfinition paralleler Geraden und paralleler Ebenen, 
Derjenige Teil des durch Abtragen aller Vektoren (2) von O aus eut- 
standenen >^!-difnensionalen linearen Gebildes, den wir erhalten, wenn wiî 
die ? der Beschrànkung 

O SI, Si, O SI;, Si 

unterwerfen, werde das von O aus durch die Vektoren e,, ■ * *, e; 

aufgespannte ^-dimensionale Parallelepiped genannt. (Das i dimension al' 
Parallelepiped heifit Strecke, ein 2dimensionales Parallelogramm. — AU 
diese Begriffe tragen die Beschrànkung auf den uns anschaulich gegebene 
Fall = 3 nicht in si ch.) 

Einen Punkt O zusamrnen mit n linear unabhàngigen Vektoren , Ci 
e« nennen wir ein Koordinatensystem (®). Jeder Vektor ^ kan 
auf eine und nur eine Weise in der Form 

(3) £ = + ^2^2 + * • * + 

dargestellt werden; die Zahlen I; nennen wir seine Kompo^unttn in de 

Koordlnatensystem (®). Ist P ein beliebiger Punkt und OP gleicli de 
Vektor (3), so heiôen die |,- aufierdem die Koordinaten von P, AI 
Koordinatensysteme sind in der affinen Geometrie gleichberecbtigt: 
gibt keine affingeometrische Eigenschaft, durch welche sich das eine V 
dera andern unterschiede. Ist 

ein zweites Koordinatensystem, so werden Gleichungen gelten 

fi 

(4) 

in denen die cl^î ein Zahlsystem bilden, das wegen der linearen 1 
abhàngigkeit dt-r cj eine von o verschiedene Déterminante besitzen tid 
Sind I; die Komponenten eines Vektors ^ im ersten, IJ- im zweiten 1 
ordinalensystem, so besteht der Zusammenhang 

= I 


(s) 
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wie man findet, indem man die Ausdrücke (4) in die Gleichung 

£ i 

einsetzt. «j, «2, •••, seien die Koordinaten von im ersten Ko- 
ordinatensystem. Sind xî die Koordinaten eines beliebigen Punktes im 
ersten, oiî im zweiten Koordinatensystem, so gelten die Gleichungen 

n 

( 6 ) Xi = ^ciikx'k + di. 

k—X 

Denn xî — sind die Komponenten von 

o'F= OP— oa 


%■ 



im ersten, oéî im zweiten Koordinatensystem. Die Transformationsformeln (6) 
für die Koordinaten sind also linear; diejenigen (5) für die Vektorkompo- 
nenten entstehen aus ihnen einfach dadurch, daB die von den Variablen 
freien konstanten Glieder ai gestrieben werden, — Es ist eine analytische 
Behandlung der affinen Géométrie mdglich, bei der jeder Vektor durch 
seine Komponenten, jeder Punkt durch seine Koordinaten reprasentiert 
wird. Die geometrischen Beziehungen zwischen Punkten und Vektoren 
drücken sich dann aus als solche zwischen ihren Komponenten bzw. Ko- 
ordinaten bestehende Zusammenhânge, die durch beliebige lineare Trans- 
formation nicht zerstôrt werden. 

Die Formeln (5), (6) lassen noch eine andere Deutung zu: sie kônnen 
als die Darstellung einer affinen Ahhildung in einem bestimmten Ko- 
ordinatensystem aufgefaBt werden, Eine Abbildung, d. i. ein Gesetz, das 
jedem Vektor ^ einen »Bild «-Vektor jedem Punkt P einen »Bild«- 

Punkt F zuordnet, heiBt linear oder affin, wenn durch die Abbildung die 
affinen Grundbeziehungen (i) nicht zerstôrt werden — wenn also das 
Best eh en von (i) die gleichen Relationen für die B il d -Vektoren und Punkte 
zur Folge hat: 

a'+B'=c', Tf = 0! — 

und wenn auBerdem das Bild keines von o verschiedenen Vektors = o 
ist, oder anders ausgedrückt: wenn aus zwei Punkten nur dann der gleiche 
Bildpunkt hervorgeht, falls sie selber identisch sind. Zwei Figuren, die 
durch affine Abbildung auseinander hervorgehen, sind affin. Sie sind vom 
Standpunkt der affinen Geometrie einander vôllig gleich; es kann keine 
affine Eigenschaft geben, welche der einen zukâme, der andern aber nicht. 
Der Begriff der linearen Abbildung spielt also für die affine Geometrie 
die gleiche Rolle wie die Kongruenz in der vollstândigen Geometrie; 
daraus geht seine prinzipielle Bedeutung hervor. Linear unabhangige 
Vektoren gehen durch affine Abbildung wieder in linear unabhangige über; 
ein ^-dimensionales lineares Gebilde in ein ebensolches Gebilde; parallèle 
in parallèle; ein Koordinatensystem •••, e« in ein neues Ko- 
ordinatensystem e'a, • • - , C». Die Zahlen a/ môgen die gleiche 

2* 
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Bedeutung haben wie oben. Der Vektor (3) verwandelt sich diirch die 
affine Abbildung in 

+ + + 

Setzen wir die Ausdrücke von 6/ ein, benutzen znr Darstellung der affi- 
nen Abbildung das ursprüngliche Koordinatensystem 0 \e^^ e« 

und verstehen unter die Komponenten irgend eines Vektors, unter 
die seines Bildvektors, so ist also 

(5') ^ 

= I 

Geht F über in so der Vektor OF in 0 'F^\ daraus folgt: sind 

die Koordinaten von Fy sdt die von F' y so gilt 

n 

x'i = ^ an Xk + a,- . 

Æ = I 

In der analytischen Géométrie pflegt man die linearen Gebilde durch 
lineare Gleichungen für die Koordinaten des »laufenden Punktes* siu 
charakterisieren. Darauf werden wir im nàchsten Paragraphen genauçt 
eingehen; hier finde nur noch der Grundbegriff »lineare Form«, auf dem 
diese Darstellung beruht, seinen Platz. Eine Funktion Z(j) — deren 
Argument ï aile Vektoren durchlâuft, deren Werte aber reelle Zahlen 
sind — heifît eine Linearforniy wenn sie die Funktionaleigeiischaften beslUt^ 

L (û -f- 6) = L (a) — 1“ L (■^û) = A * X(a) . 

In einem Koordinatensystem •••, e« ist jede der n Vektorkompo- 

nenten von ï eine solche Linearform. Für eine beliebige Linearfona I 
gilt, wenn ï durch (3) defini ert ist, 

Z(£) = ^Z(€,) + |,Z(e,) + • • . + ^„Z(e„) ; 

setzen wir also Z(Cz) == a/y so erscheint die Linearform, in Komponenteï 
dargestellt, unter der Gestalt 

+ • * • + j 

die ûi’ sind ihre konstanten Koeffizienten. Umgekehrt wird durch jed^ 
Ausdruck dieser Art eine Linearform gegeben, Mehrere Linearfortn^ 
L^yL^y • " yLh sind linear unabhângig, wenn keine Konstanten Xi existler^ 
flir welche identisch in ç die Gleichung 

‘ + ^aA(ï) + h = O ; 

besteht, aufîer ^£=0. Linearformen sind stets linear abbânj 

voneinander, 

§ 3, Idee der n-dimensionalen Géométrie. Lineare Algebi 
Quadratische Formen. 

Um die ’Raumgesetze in ihrer vollen mathematischen Harmonie; 
erfassen, mtissen wir yon der besonderen Dimensionszahl n ^ ^ \ 
strahieren. Es hat. sich nicht nur in der Geometrie, sondern in nochj 
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staunlicherem Mafîe in der Physik immer wieder gezeigt, dafi, sobald wir 
die Naturgesetze, von denen die Wirklichkeit beherrscht ist, erst einmal 
vôllig durchdringen, diese sich in mathematischen Beziehungen von der 
durchsichtigsten Einfacbheit und vollendçtsten Harmonie darstellen. Den 
Sinn für diese Einfacbheit und Harmonie, den wir heute in der theo- 
retischen Physik nicht missen konnen, zu entwickeln, scheint mir eine 
Hauptaufgabe des mathematischen Unterrichts zu sein; sie ist für uns eine 
Quelle hoher Erkenntnisbefriedigung. Die analytische Geometrie, in so 
gedrângter und prinzipieller Form vorgetragen, wie ich es hier versuche, 
gibt einen ersten, aber noch unzulânglîchen Begriff davon. Doch nicht 
nur um solcher Zwecke willen müssen wir uns über die Dimensionszahl 
^ = 3 erheben, sondern wir benotigen für spâtere konkrete physikalische 
Problème, wie sie die Relativitâtstheorie mit sich bringt, in der die Zeit 
zum Raum hinzutritt, die vierdimensionale Geometrie. 

Man braucbt keineswegs die Geheimlehren der Spiritisten zu Rate zu 
ziehen, um sich den Gedanken einer mehrdimensionalen Geometrie an- 
schaulich nâher zu bringen. Betrachten wir z. B, homogène Gasgemische 
aus Wasserstoff, Sauerstoff, Stickstoff und Kohlensaure. Ein beliebiges 
Quantum eines solchen Gemisches ist charakterisiert durch die Angabe, 
wieviel Gramm jedes Gases in ihm enthalten sind. Nennen wir jedes 
solche Quantum einen Vektor (Namen kdnnen wir geben, wie wir wollen) 
und verstehen unter Addition die Vereinigung zweier Gasquanten im 
gewôhnlichen Sinne, so sind die sàmtlichen auf Vektoren bezüglichen 
Axiome / unseres Systems mit der Dimension enzahl = 4 erfüllt, wenn 
wir uns erlauben, au ch von negativen Gasquarlten zu reden . i gr reinen 
Wasserstoffs, i gr Sauerstoff, i gr Stickstoff und i gr Kohlensaure sind 
vier voneinander unabhângige » Vektoren «, aus denen sich aile andern 
linear zusammensetzen lassen, bilden also ein Koordinatensystem. — Oder 
ein anderes Beispiel: Auf jeder von 5 parallelen Stangen ist eine kleine 
Kugel verschiebbar. Ein bestimmter Zustand dieser primitiven >Rechen- 
maschine« ist gegeben, wenn die Stelle, an der sich jede der 5 Kugeln 
auf ihrer Stange befindet, bekannt ist. Nennen wir jeden solchen Zustand 
einen >Punkt« und jede simultané Verschiebung der 5 Kugeln einen 
»Vektor«, so sind unsere sàmtlichen Axiome erfüllt mit der Dimensions- 
zahl n = — Man sieht schon hieraus: es lassen sich anschauliche 

Gebilde mancherlei Art konstruieren, die bei geeigneter Namengebung 
unseren Axiomen genügen. 

Viel wichtiger aber als diese etwas spielerischen Exempel ist das 
folgende, welches zeigt, daB unsere Axiome die Operationsbasis für die 
Théorie der linear en Gleichungen charakterisieren. Sind ai und a gegebene 
Zahlen, so nennt man bekanntlich 

(7) + a^x^ + • - + anXn = O 

eine homogène, 

( 8 ) 


«I H + = a 
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eine inhomogene lineare GleichuTîg für die Unbekannten xî. Zur Behanc 
lung der Théorie der linearen howogenen Gleichvngen ist es gut, für ei 
Wertsystem der Variablen xi einen kurzen Namen zu haben; wir bezeichiM 
es als >Vektor«. Mit diesen Vektoren soll so gerechnet werden, dafî uni 
der Summe der beiden Vektoren 

) ^2 > * ■ î (^I J ^2 7 * ' ’ ? 

(<^ 1+^17 ^ 2+^2 7 7 


der Vektor 


verstanden wird und unter dem A-fachen des ersten der Vektor 


Dann sind die Axiome I über Vektoren erfüllt mit der Dimensionszahl 

Ci = (l, O, O, •••, o), 
e, = (o, 1, O, • • -, o), 


C« = (O) O) Oj • • •} i) 

bilden ein System unabhângiger Vektoren; die Komponenten eines 1: 
liebigen Vektors x^y • • x^t) in diesem Koordinatensystem sind c 
Zahlen Xi selber. Der Hauptsatz über die Lôsung linearer homoget 
Gleichungen làBt sich jetzt so aussprechen: Sind ZJj), L^{ic)y 
h linear unabhàngige Linearformen , so bilden die Lôsungen J der Gi 
chungen 

Z,(E) = o, X,(£) = o, •••, X4s) = o 
eine [n — -Æ)-dimensionale lineare Vektor-Mannigfaltigkeit. 

In der Théorie der inhomogenen linearen Gleichungen woUen wir 
Wertsystem der Variablen Xf lieber als einen >Punkt« bezeichnen, SI 
Xi und sSi zwei Losungssysteme der Gleichung ( 8 ), so ist ihre Differi 

^ t f 

^ . /y» ^ - <y* 

"^1? *^2 "^2 7 7 

eine Losung der entsprechenden homogenen Gleichung ( 7 ). Wir wol 
deshalb diese Differenz zweier Wertsysteme der Variablen xi einen >Vekt 
nennen^ und zwar den durch die beiden »Pankte« (xi) und {x/i) bestimm 
Vektor, und über die Addition von Vektoren und ihre Multiplikation 
einer Zahl die obigen Verabredungen treffen. Dann gelten die sâmtUi 
Axiome, Für das besondere Koordinatensystem, das aus den oberj 
gegeben en Vektoren e,* besteht und dem »Anfangspunkt« = (o, o, ♦ * 
sind die Koordinaten eines Punktes [xi) die Zahlen xj selber. Der Hat 
satz über lineare Gleichungen lautet: Diejenigen Punkte, welche h tli 
hângigen linearen Gleichungen gentigen, bilden ein [n — ^)-dimension 
lineares Punktgebilde. 

So würde raan auch ohne Geometrie von der Théorie der linej 
Gleichungen her auf die natürlichste Weise nicht nur zu unsern Axio: 
geführt werden, sondern auch zu den weiteren Begriffsbildungen, die 
an sie angeschlossen haben. Ja es wàre sogar in mancher Hinî 
zweckmâBig (wie namentlich die Formulierung des Satzes über homo| 
Gleichungen zeigt), die Théorie der linearen Gleichungen auf axiomatis 
Basis in der Weise zu entwickéln, daB man die hier von der Geom 
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her gewonnenen Axiome an die Spitze stellt. Sie würde dann gültig sein 
für irgend ^ein Operationsgebiet, das jenen Axiomen genügt, und nicht 
bloÔ für die >Wertsysteme von n Variablen*. Freilich ist der Übergang 
von einer solchen mehr begrifflichen zu der üblichen, von vornherein 
mit Zahlen operierenden mehr formalen Théorie ohne weiteres dadurch 
zu vollziehen, dafî man ein bestimmtes Koordinatensystem zugrunde legt 
und nun statt der Vektoren und Punkte ihre Komponenten und Koor- 
dinaten benutzt. 

Aus aile dem geht hervor, daB die ganze affine Geometrie über den 
Raum nur dieses lehrt (man wird uns ohne genauere Erklarung verstehen), 
daB er ein dreidimensionales lineares Grd^e7igebiet ist. Aile die anschau- 
lichen Einzeltatsachen, deren in § i Erwâhnung geschah, sind nur Ver- 
kleidungen dieser einen einfachen Wahrheit. Ist es nun auf der einen Seite 
auBerordentlich befriedigend, für die vîelerlei Aussagen über den Raum, 
ràumliche Gebilde und râumliche Beziehungen, aus denen die Geometrie 
besteht, diesen einen gemeinsamen Erkenntnisgrund angeben zu kônnen, 
so muB auf der andern Seite betont werden, daB dadurch aufs deutlichste 
hervortritt, wie wenig die Mathematik Anspruch darauf machen kann, das 
anschauliche Wesen des Raumes zu erfassen: von dem, was den Raum 
der Anschauung zu dem macht, was er ist in seiner ganzen Besonderheit 
und was er nicht teilt mit »Zustànden von Rechenmaschinen« und >Gas- 
gemischen« und >Ldsungssystemen linearer Gleichungen«, enthâlt die Geo- 
metrie nichts. Dies >begreiflich« zu machen oder ev. zu zeigen, warum 
und in welchem Sinne es unbegreiflich ist, bleibt der Metaphysik über- 
lassen. Wir Mathematiker kônnen stolz sein auf die wunderbare Durch- 
sichtigkeit der Erkenntnis vom Raiime, welche wir gewinnen; aber wir 
müssen uns zugleich sehr bescheiden, da unsere begrifflichen Theorien 
nur imstande sind, das Raumwesen nach einer Seite hin, noch dazu seiner 
oberflâchlichsten und formalsten, zu erfassen. — 

Aus dem Gebiete der linearen Algebra haben wir, um von der affinen 
zur vollstandigen metrischen Geometrie überzuleiten, noch einige Begriffe 
und Tatsachen nôtig, die sich auf hilineare und qiiad^'atische Formen 
beziehen. Eine Funktion zweier willkürlicher Vektoren ^ und ^ 

heiBt, wenn sie eine lineare Form sowohl in ^ wie in ^ ist, eine Bilinear- 
form. Sind bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems die 
Komponenten von rjî die von so gilt eine Gleichung 


îy ^ = I 


m 

be 


mit konstanten Koeffizienten a^j^. Wir wollen die Form >nicht-atisgeartet< 
nennen, wenn sie für einen Vektor j identisch in ^ nur dann verschwindet, 
falls ï = O ist. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn die homo- 
genen Gleichungen 


^,aîk H* ■ 
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die einzige Lôsung H, = o besitzen oder wenn die Déterminante \aik \ =(= o 
ist. Aus der Erklàrung geht hervor, daÔ diese Bedingung des Nicht-Ver- 
schwindens der Déterminante bei beliebiger linearer Transformation erhalten 
bleibt. Die Bilinearform heifît sy?nmetrisch^ wenn <2(^ï) = ist; aa 

den Koeffizienten gibt sich das diirch die Symmetrie-Eigenschaft aki ~ m 
kund. Aus jeder Bilinearform Q{ic\)) entsteht eine nur von einem variablen 
Vektor ^ abhângige quadratüche Form 

n 

Q{ï) = QlU) = 

î^k — x 

Auf diese Weise entsteht jede qnadratische Form insbesondere aus eitier 
und nur einer symmdrischen Bilinearform. Die eben gebildete qnadratische 
Form Q{l) kann nâmlich auch durch Identifizierung von £ und ^ erzeugt 
werden aus der symmetrischen Form 

DaB aus zwei verschiedenen symmetrischen Bilinearformen nicht dieselbe 
qnadratische Form hervorgehen kann, ist bewiesen, wenn man zeigt^ daB 
cine symmetrische Bilinearform die identisch in i der Gleichuflg 

Ç(ïî) === O genügt, identisch verschwinden muB. Dies geht aber aus der 
für jede symmetrische Bilinearform gültigen Relation 

(9) £ +■ ^) = Çfeï) + 2 + <2(^5^) 

hervor. Ist das Zeichen für eine beliebige quadratische Form, soi 
bedeutet immer, ohne daB wir es jedesmal erwahnen, di^emgej 

symmetrische Bilinearform, aus welcher Q(‘jc) entsteht. DaB eine quadratiicb^ 
Form nicht- ausgeartet sei, soll bedeuten, daB jene symmetrische BiliueiuH 
form nicht-ausgeartet ist. Eine quadratische Form Ç(£) ist ponfW’-definiil 
wenn sie der Ungleichung Q{]c) > o für jeden Vektor ^ =|= o genügt Eitt^ 
solche ist gewiB nicht-ausgeartet; denn für keinen Vektor ï =|= o kfüûl 
dann G(ï^) identisch in t) gleich o sein, da es für l) = ^ positiv atisfBll 

§ 4. Grundlagen der metrischen Gcometrie. 

Um den Übergang von der affinen zur metrischen Geometrie zu bo 
werkstelligen, müssen wir noch einmal aus dem Born der Anschfttmh 
schopfen. Ihr entnehmen wir (für den dreidimensionalen Raum) die El 
klàrung jener GrôBe, die man als das skalare Frodukt zweier Vektoriî 
a und 6 bezeichnet Nach Wahl eines bestimmten Einheitsvektors messï 
wir die Lange von a und die (mit dem richtigen Vorzeichen zii vé 
sehende) Lange der senkrechten Projektion von 6 auf a und multiplizîerf 
diese beiden MaBzahlen miteinander. Dabei sind also nicht bloB, wîd f 
der affinen Geometrie, parallèle Strecken ihrer Lànge nach zu vergleîeb*! 
sondem solche von beliebiger Richtung gegeneinander. Für das skals 
Produkt gelten folgende Rechengesetze: 

Aa . & = A(a • B) ; (a + a') • 6 = (a • b) + (a'- B) j 
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und das analoge in bezug auf den zweiten Faktor; aufîerdem das kom- 
mutative a • i = 6 • a. Das skalare Produkt von a mit sich selbst, 
a • a == a®, ist stets positiv, auBer wenn a = o, und gleich dem Quadrat 
der Lange von a. Diese Gesetze besagen: das skalare Produkt zweier 
willkürlicher Vektoren ^ ist eine symmetrische Bilinearform, und die 
aus ihr entstehende quadratische Form ist positiv-definit. Man erkennt 
also: nicht die Lange, sondern das Quadrat der Lange eines Vektors 
hangt in einfacher, rationaler Weise von dem Vektor selbst ab, ist nâmlich 
eine quadratische Form; das macht den eigentlichen Inhalt des Fytha- 
goreïschen Lehrsatzes aus. Das skalare Produkt ist nichts anderes als die 
symmetrische Bilinearform, aus welcher diese quadratische Form entsteht. 
Wir formulieren demnach folgendes 

Metrische Axiom : Nach Wahl eines von o verschiedenen Einheitsvektors e 
bestimmen je zwei Vektor eii % und ^ eindeutig eine Zahl * ^) = ^ (ï ; 
sie ist in ihrer Abhangigkeit von den beiden Vektoren eine symmetrische 
Bilinearform^ die aus ihr entstehende quadratische Form (^ • ï) == Ç (ï) 
positiv-dejinit, Q[t) ist ~ 1, 

Q nennen wir die metrische Fundamentalform. Jetzt gilt: Eine affine 
Abbildungy die alîgemein den Vektor £ in ^ iiberführt^ ist eine kongruente^ 
wenn sie die metrische Fundamentalform invariant làft: 

(10) Q{i') = Q(ï)-, 

zwei Figuren^ die durch kongruente Abbildung ineinander übergeführt werden 
konnenj sind kongruent^). Bei unserm axiomatischen Aufbau definieren 
wir durch diese Aussagen den Begriff der Kongruenz. Liegt irgend ein 
Operationsbereich vor, in welcbem die Axiome des § 2 erfüllt sind, so 
kônnen wir eine beliebige positiv-definite quadratische Form in ihm wâhlen, 
sie zur metrischen Fundamentalform »ernennen« und auf Grund ihrer den 
Begriff der Kongruenz so definieren, wie es eben geschehen ist: dann ist 
durch jene Form in den affinen Raum eine Metrik eingetragen, und zwar 
gilt jetzt die gesamte Euklidische Geometrie. Wieder ist die Formulierung, 
zu der wir gelangt sind, nicht an eine spezielle Dimensionszahl gebunden. 
Aus (10) folgt mittels der Relation (9) des § 3, daB für eine kongruente 
Abbildung allgemeiner 

güt. 

Da der Begriff der Kongruenz durch die metrische Fundamentalform 
definiert ist, so ist es kein Wunder, daB diese in aile Formeln eingeht, 
welche die MaBe geometrischer GrôBen betreflfen. Zwei Vektoren a und a' 
sind dann und nur dann kongruent, wenn 

Q{a) = Q[a'). 

Wir kônnten daher Q{a) als MaBzahl des Vektors a einführen; wir be- 

*) Wîr unterdrücken hier den Unterschied zwischen direkter und spîegelbildliclier 
Kongruenz. Er findet schon für affine Abbildungen, und zwar im «-dimensîonalen so 
gut wie im dreidimensionalen Raume, statt. 


20 


Der Euklidische Raum. 



nutzen aber statt dessen die positive Quadratwurzel aus Q(a) und 
nennen diese die Lange des Vektors a (das ist jetzt Définition), darait 
die weitere Bedingung erfüllt ist, dafi die Lange der Summe zweier parab 
leler und gleichgerichteter Vektoren gleich der Summe der Lângen deî 
beiden Einzelvektoren ist. Sind a, fi ebenso wie a', fi' je zwei VektoreD 
von der Lànge i, so ist die von den beiden ersten gebildete Figur dann 
und nur dann kongruent mit der aus den beiden letzten bestehenden, wenB 

Ç(a, 6) = Q{a', b') 

ist. Wieder aber ftihren wir nicht diese Zabi Q{a, fi) selbst als MaBzahl 
des Winkels ein, sondern eine Zabi >9-, welche mit ihr durch die trans* 
zendente Funktion cos zusammenbangt: 

cos-^ = Ç(a, fi), 

damit der Satz gilt, dafî sich bei Aneinanderlegung zweier Winkei in de 
gleichen Ebene die MaBzahlen der Winkei addieren. Der von zwei be 
liebigen Vektoren a und 6 (4= o) gebildete Winkei & berechnet sich dann au 
. . O e(û, fi) 

^ ^ ye(aa).(2(fifi) 

Insbesondere heifîen zwei Vektoren û, fi senkrecht zueinander, weni 
Ç(a6) = O ist. Diese Erinnerung an die einfachsten metrischen Formel 
der analytischen Geometrie raag genügen. 

DaS der durch (ii) definierte Winkei zweier Vektoren immer ree 
ist, beruht auf der für jede quadratische Form Ç, die für aile Argumeni 
werte ^ o ist, gtiltigen Ungleichung 

(12) e(û)- e(6). 

Sie ergibt sich am einfachsten, wenn man bildet: 

q{u + ^tfi) = re(a) + 2 ç(a6) + ^ o. 

Da die hier hingeschriebene quadratische Form von X und nie 
Werte beiderlei Vorzeiebens annimmt, kann ihre >Diskrimmaiït< 
<3“(ci6) — G(®) • Qm unmôglich positiv sein. 

n unabhàngige Vektoren 6/ bilden ein Cartesischâs Koordinatemysh 
wenn für jeden Vektor 

(13) s = + ^^=«2 H h 

Ô(S) = xl+xl-[----+xl 

ist, d. h, wenn 

= {o| î 1) 

ist. Aile Cartesischen Koordinatensysteme sind vom Standpunkt der c 
trischen Geometrie aus gleichberechtigt. Den sich aufs engste an 1 
geometrische Anscbauung anschliefienden Beweis, daB solche Syste 
existieren, wollen wir sogleich nicht blofî für eine definite, sondern e 


beliebige nicht-ausgeartete quadratische Form erbringen, da spâter tn i 
Rèlativitâts théorie gerade der indefinite Fall von entscheidender Wicbtig! 
wird. Wir behaupten: 
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Zu einer nicht-ausgearteten quadratischen Form Q kann man ein soîches 
Koordinatensystem ti dnführen^ da^ 

( 14 ) <2(£) = H 1- ^nxl [ti = i l) 

wird, 

Beweis: Wir wâhlen einen beliebigen Vektor e^, für den Q{t^) =|= o 
ist; indem wir ihn mit einer geeigneren positiven Konstanten multipli- 
zieren, kônnen wir noch erreichen, dafî i ist. Ein Vektor 

für den ~ o ist, wollen wir auch hier zu c^. orthogonal nennen. 

Ist 3Ç* ein zu orthogonaler Vektor, Xj. eine beliebige Zahl, so gilt für 

(15) ï = ^,Êi + ï* 
der >Pythagoreïsche Lehrsatz« : 

Qiï) == <2 (e.) + 2 Q (e, £*) + Q (ï*) = ±x\ + Q [i*] . 

Die zu orthogonalen Vektoren bilden eine lineare (n — i)-dimensio- 
nale Mannigfaltigkeit, in welcher ( 2 (^) eine nicht-ausgeartete quadratische 
Form ist. Da unser Satz für die Dimensionszahl n = 1 selbstverstândlich 
ist, dürfen wir annehmen, er gelte für n — i Dimensionen (SchluB von 
n — I auf n), Danach existieren n — i zu orthogonale Vektoren c^, 

• • • , e» derart, dafî für 

hx„e„ 

die Formel gilt 

Ç(ç*) = zb^:dr...zb4, 

und daraus erhalten wir für Çfe) die gewünschte Darstellung. Es ist 
Ç(c/) = Si J Ç(ef, ejk) — o [i k). 

Da6 die Ci aile voneinander linear unabhângig sind und sieb jeder 
Vektor ^ in der Gestalt (13) darstellen làfît, ist eine Folge dieser Rela- 
tionen; sie liefern 

(16) Xi = • Ç(e/, . 

Für den indefiniten Fall ist ein wichtiger Zusatz zu machen: Die An- 
zahlen r und s der positiven und fiegativen unter den Vorzeiche?t Si sind 
dur ch die quadratische Form eindeutig hestinimt] ich will sagen, sie habe 
r positive und s négative Dimensionen. (Man pflegt s den Tràgheits- 
index der quadratischen Form zu nennen, und der eben behauptete Satz 
ist unter dem Namen des Trâgheitsgesetzes bekannt. Auf ihm beruht 
Z. B. die Klassifizierung der Flâchen 2. Ordnung.) Wir kônnen die An- 
zahlen r und s in folgender Weise invariant charakterisieren: Es gibt r 
wechselseitig zueinander orthogonale Vektoren C, für die Ç(c) ^ o ist; aher 
für einen zu diesen orthogonalen^ von o verschiedenen Vektor ^ gilt not- 
wendig <;^ o — soda^ mehr als r derartige Vektoren C nicht existieren 
kônnen. Entsprechend für s. 

r Vektoren von der gewtinschten Art werden durch diejenigen r Grund- 
vektoren C/ des der Darstellung (14) zugrunde liegenden Koordinaten- 
Systems geliefert, denen die positiven Vorzeichen korrespondieren ; die zu- 
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gehôrigen Komponenten (z= r, 2, • •,/*) sind bestimmte Linearformen von ï 
[vergl. ( 1 6 )] : xî — Li (ï) . Ist nim e* (2 = i , 2 , • • , r) irgend ein System von 
Vektorenj die wechselseitig zueinander orthogonal sind und der Bedingung 
Qi^t) ^ ^ genügen, nnd J ein zu diesen C/ orthogonaler Vektor, so kônnen 
wir eine lineare Kombination 

mit nicht lauter verschwindenden Koeffizienten bestimmen, welche den r 
homogenen Gleichungen genügt 

Xj (^} = O ^ ‘ 7 . ^ ' 

Dann fâllt, wie aus der Normal darstellung hervorgeht, Ç(^) negativ aus, 
es sei denn, dafi ^ = o ist. Mittels der Formel 

( 2 (t)} - + • •• + 

folgt jetzt die Behauptung Ç(ï)<Co? aufîer für den Fall, daB ^=30; 

••• = wird; dann aber muB nach Voraussetzung 4= 0, 

also J == O sein. 

In der Relativîtütstheorie wird der Fall einer quadratischen Form von einer nega* 
tiven nnd n~i positiven Dimensionen von Bedeutung. Im dreidimensionaien Ra\Utt M 
bei Benutzung affiner Koordinaten 

— -f- ^2 -j- = O 

die Gleichung eines Kegels mit der Spitze im Nullpunkt, der aus zwei durcb âos vet» 
schiedene Vorzeicben von unterschiedenen Mânteln bestebt, die nur im Nullpmikl 
miteinander zusammenhângen. Diese Trennung in zwei Mantel liefert in der Relativitl^ 
théorie den Gegensatz von Vergangenheit und Zukunft; wir wollen sie hier statt dafti 
Kontinuitâtsmerkmale auf elementarem Wege analytisch zu beschreiben versuchen. 
Sei aiso Q eine nicht-ausgeartete quadratische Form von nur einer negativen Dimension 
Wir wâhlen einen Vektor e, für welchen Q(e) = — i ist. Die von o verschiedeaeii Ysfe 
toren j, fiir welche Q(j) ^ o ist, môgen »negative Vektoren« genannt werden, 
dem eben gefiihrten Beweis des Trâgheitssatzes kann kein negativer Vektor der Oîd 
chung Q(e^} — O genügen. Sie zerfallen daher in zwei getrennte Klassen odcr >ltege^ 
gemâû der Fallunterscheidung : Q (eg) < o oder> o; e selbst gehort dem ersten, — 0 dei 
zweiten Kegel an, Ein negativer Vektor j liegt >im Innern« oder »auf dem ManteU seN 


Kegels, je nachdem Q(^} <^0 oder = o ist Um zu zeigen, daû die beiden Kegel îtl 
abhiîngig sind von der Wahl des Vektors e, muB manbeweisen: Aus Q(e) == 6(e') ««-n' 

O(c^x) 

Q(ÿ^o folgt, dab das Vorzeicben von ^7:7— gleicb dem von — Qlce') ist 

<2(e£) 

Jeden Vektor j kann man in zwei Summanden zerlegen 


5 = :re + ï* 


derart, daB der erste proportional, der zweite jC* orthogonal zu C ist Man bat 
diesem Zwecke nur x ^ nehmen, und es wird dann 

Q(^*) ist, wie wir wissen, notwendig ^ o; schreiben wir dafür Q* so zeigt die Gîelchj 

e* = ^" + Ç(ï) = Ô^(eï)-fe(£), j 

daB Q* eine quadratische Form von jc ist (übrigens eine ausgeartete), dîe te 
tischen Ungleichung Q*{-}ç)^o genügt Wir haben jetzt 
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e(ï) = — a:’ + G*(J) ^ O, Q(t') = - ê'* + e*(e') < O. 

{.«= — 6(65)} {e' = — < 2 (ee')} 

Aus der auf anwendbaren Ungleichung (12) folgt 

{<2*(e'ï)P^<2*(e') • 

mitliin hat 

das Vorzeiclien des ersten Suminanden e^x. 

Wir lenken zu detn uns gegenwârtig interessierenden Fall einer positiv- 
definiten metrischen Grundform zurtick. Benutzen wir zur Darstellung einer 
kongruenten Abbildung ein Cartesisches Koordinatensystem, so werden 
die Transformationskoeffizienten aik in Formel (5'), § 2 so beschaffen sein 
müssen, dafî identisch in den ^ die Gleichung 

î? H- H h § 4 “ = ê? + 1= + ••• + îl 

besteht. Das liefert die »Orthogonalitâtsbedingungen« 



« 

r =l-l 


I (/ =» ^ 
O [i 4: j) 



Sie besagen, dafî beim Übergang zur inversen Abbildung die Koeffizienten onik 
sich in verwandeln: 

ïi= ^CCkiSk^ 

A = I 

Daraus folgt noch^ dafî die Déterminante J = \ (^£k\ einer kongruenten 
Abbildung mit der ihrer inversen identisch ist, und‘ da ihr Produkt = i 
sein raufî, demnach ^ = liz i wird. (Das eine oder das andere Vor- 
zeichen wird eintreten, je nachdem es sich um eigentliche oder spiegel- 
bildliche Kongruenz handelt.) 

Für die analytische Behandlung der metrischen Geometrie ergeben 
sich zwei Môglichkeiten. Entweder man unterwirft das zu benutzende 
affine Koordinatensystem keiner Einschrânkung; dann gilt es, eine Théorie 
der Invarianz gegenübër beliebigen linearen Transformationen zu ent- 
wickeln, in welcher aber zum Unterschied von der affinen Geometrie ein 
für allemal eine bestiramte invariante quadratische Form, die metrische 
Grundform 

e(ï) 

Z, iè = I 

als absolûtes Datum zur Verfügung steht. Oder aber man benutzt von 
vornherein nur Cartesische Koordinaten système; dann handelt es sich um 
eine Théorie der Invarianz gegenüber orthogonalen Transformationen, 
d. h. solchen linearen Transformationen, deren Koeffizienten die Neben- 
bedingungen (17) erfüllen. Wir müssen hier, um spâtere Verallgemeine- 
rungen, die über die Euklidische Geometrie hinausführen, daran ankntipfen 
zu kônnen, den ersten Weg einschlagen. Er erscheint auch algebraisch 
von vornherein als der einfachere, da es leichter sein wird, einen Über- 
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blick über diejenigen Ausdrücke zu gewinnen, die bei allen linearea i 
Transformationen ungeândert bleiben, als über diejenigen, welche sich | 
nur gegenüber den orthogonalen Transformationen invariant verhalten | 
(einer Klasse von Transformationen, die durch nicht leicht zu beherrschende | 
Nebenbedingungen eingeschrânkt sind). Wir werden hier die Invarianten- | 
théorie, als ^ Jensorrechming^^ in solcher Gestalt entwickeln, daB sie uns 
die sachgemàBe mathematische Fassung nicht nur der geometrischen, 
sondern auch aller physikalischen Gesetze ermôglicht. 

§ 5. Tensoren. 

Wir haben im vorhergehenden eine Verschiebung als Vektor bezeichnet 
In der Kinematik, Mechanik und Physik gewinnt aber der BegrifF >Vektori 
eine allgemeinere Bedeutung; wir nennen so jede GrôBe, die nach Wabl 
einer bestimmlen MaBeinheit eindeutig und ohne Willkür durch eine Ver* 
schiebung reprâsentiert werden kann. Die Geschwindigkeit eines sich 
bewegenden Punktes ist ein gelâufiges Beispiel aus der Kinematik. Auch 
die Kraft ist in diesem Sinne ein Vektor. In der neueren Physik ist 
aber statt der Kraft der BegrifF der Arbeit, der Energie als der ont* 
scheidende in den Vordergrund getreten; daraus ergibt sich eine andere, 
wie wir heute glauben, dem Wesen der Kraft besser entsprechende Re- 
pràsentation derselben als durch eine Verschiebung. Eine gegebene Kraft 
leistet bei jeder (>virtuellen«) Verschiebung ihres Angriffspunktes einei 
gewîsse Arbeit\ diese Arbeit ist eine lineare Forra der Verschiebung, Sinô 
bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems die 

ponenten der willkürlichen Verschiebung, so ist die Arbeit also 

(18) 

Konstante sind, welche zur Charakterisierung der Kraft î& 
dem gewàhlten Koordinatensystera dienen kônnen; diese Zahlen neaneii’ 
wir daher die >Komponenten der Kraft «. Gehen wir zu einem andeto 
Koordinatensystem über, wobei sich die Komponenten der Verschiebun| 
gemàB den Formeln j 

(19) = \ 


transformieren, so bestimmen sich die Komponenten pi der Kraft im neu^ 
Koordinatensystem aus der Forderung, daB identisch in den 


sein muB; das ergibt die Transformations formeln 

pi = 

k j 

Die Kràfte bilden in dem Sinne ein dreidimensionales System y{ 
Vektoren, daB für sie die Vektoraxiome des § 2 gültig sind. Deoa jei 
Kraft ist unabhângig vom Koordinatensystem dargestellt durch eine Lmei 
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form (einer willkürlichen Verschiebung); Linearformen aber kann man 
addieren und mit einer Zabi multiplizieren. In den Ausdruck (i8) der 
Arbeit gehen die Verschiebungskomponenten ^ und die Kraftkomponenten / 
in vôllig symmetrischer Weise ein. Bisher haben wir die p als Konstante, 
die ^ als Variable betrachtet. Wir kônnen jetzt aber auch umgekehrt 
die P variabel, die ^ konstant nehmen, Wie wir vorhin eine Kraft 
charakterisiert haben durch die Arbeit, welche sie bei einer willkürlichen 
Verschiebung leistet, charakterisieren wir jetzt eine gegebene Verschiebung 
durch die Arbeit, welche eine willkürliche Elraft bei dieser Verschiebung 
ihres Angriffspunktes leistet; sie ist eine lineare homogène Funktion der 
willkürlichen Kraft. Das Verhàltnis von Kraft und Verschiebung ist ein 
durchaus wechselseitiges. Kenner der projektiven Geometrie werden be- 
merken, dafî hier ein genaues Seitenstück vorliegt zu der Dualitât von 
Punkt- und Ebenen-Koordinaten ; nur spielen in der projektiven Geometrie 
allein die homogenen linearen Gleichungen eine Rolle, hier aber die homo- 
genen linearen Fo 7 'men selbst. 

Um die vorliegenden Verhâltnisse in ihrer natürlichen Symmetrie und 
unter Abstreifung der speziellen Dimensionszahl ;/ = 3 rein mathematisch 
darzustellen, werden wir also von zwei Reihen von Variablen 

r, r, I 

ausgehen, die wir etwa nach der Art der Indizesbezeichnung als >obere< 
und >untere« Variable unterscheiden. Ein Wertsystem der oberen Variablen 
heifît eine > Verschiebung*, einWertsystem der unteren Variablen eine »Kraft«. 
Transformieren wir die oberen Variablen gemâB den Gleichungen (19), in 
denen die aik irgendwelche Konstanten mit einer von o verschiedenen 
Déterminante sind, gleichzeitig aber die unteren Variablen gemàB den 
Gleichungen 

(20) 

k 

so wollen wir diesen ProzeB als eine >lineare Transformation* oder auch 
als den Übergang zu einem neuen Koordinaten System bezeichnen — 
nach der Bedeutung, welche diesem ProzeB in den geometrischen und 
physikalischen Anwendungen zukommt. Bei einer solchen Transformation 
ist das Produkt von Kraft und Verschiebung, die » Arbeit*, invariant: 

i î 

Wir untersuchen jetzt Linearformen, Bilinearformen, Trilinearformen, 
. . . dieser Variablen: sie heiBen Tensoren 2., J., . , . Stufe (oder vom 
Range i, 2, 3, . . .) und die Koeffizienten der Form die Tensorkompo- 
nenten. So ist z. B., wenn rf zwei willkürliche Verschiebungen, ti 
willkürliche Kraft ist, die Form 
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ein Tensor 3. Stufe; seine Komponenten heiJÔen kovariant in bez 


auf die Indizes 2, k (die mit den Verschiebungsvariablen verknüpft sin 
kontrwuariant in bezug auf den (mit den Kraftvariablen verknüpfti 
Index L Indem wir auf unsere Trilînearform den ProzeÔ der lineai 
Transformation nach (19), (20) ziir Anwendung bringen, erhalten wir d 
Ausdruck und die Komponenten a\^ des Tensors im neuen, »überstrichene 
Koordinatensystem : 


In der Physik werden wir eine Grd6e z. B. ein en kovarianten Teiü 
2. Stufe nennen, wenn jeder Einzelvvert dieser Grôôe (nach Wahl m 
MaSeinheit) eindeutig und ohne Willkür, insbesondere unabhàngig % 
jedem râumlichen Koordinatensystem, eine Bilinearform zweier willk 
licher Verschiebungen bestimmt und wenn durch Angabe dieser BiUni 
form der betr. Wert der GrÔfîe unter allen ihren môglichen Werten ?i 
stàndig festgelegt ist In diesem Sinne ist nach dem Obigen die Kl 
selber ein kovarianter, die Verschiebung ein kontravarianter Tensor ï, Stï 
— Tensor en i. Stufe heiJBen yektore?t (das soll die endgültige Deânit 
dieses Namens sein). 

Wann eine Bilinearform F{^ 7 j) zweier willkürlicher Verschiebiimf 

rj nickt^ausgeartei ^ wann sie symmeirhch heiBt, ist bereits in § 3 
klârt Word en. Wir nennen sie sckief-symmetrisch^ wenn 
ist; an den Koeffizienten gibt sich das durch das Bestehen der G 
chungen aj^i = — ûik kund. Unter den >gemischten«, in bezug auf el 
Index kovarianten, in bezug auf den andern kontravarianten Tmm 
2. Stufe gibt es einen ausgezeichneten , die >Arbeit«: 




. der in jedem Koordinatensystem die Komponenten 

- _ fl {i = 


besitzt. 


' JStnen wichtigen kovarianten Tensor 2. Stufe haben wir bereitn hmi 
Grundlegung der metrischen Geometrie kennen gelernt, das skalare ! 
dukt zweier willkürlicher Verschiebungen. Wir nennen ihn den mellW 
Fundamental tensor; er ist symmetrisch und nicht-ausgeartet. Auf m 
Existenz beruht die Môglichkeit, eine Kraft, so wie wir den Begriff 
gefaSt baben, durch eine Verschiebung zu repràsentieren. In d» ' 
tun wir dies in der üblichen Weise, so ist die Arbeit, welche dî# 1 
bei der virtuellen Verschiebung ^ leistet, gleicb dem skalaren 
der Verschiebung ^ und derjenigen j), durch welche die Kraft 
wird. Beziehen wir uns auf ein bestimmt es Koordinatensystem, în 
der metrische Fundamentaltensor die Komponenten bat, so ist 


§ 5. Tensoren. 
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Zwischen den Komponenten der die Kraft darstellenden Verschiebung 
und den Grôfîen die wir oben als Komponenten der Kraft eingeführt 
haben, besteht also der Zusammenhang 

(21) pi—^gikÿ^. 

k 

Man kann das Wesen der Metrik geradezu darin erblicken — wenn man 
sich nur davon frei macht, den Begriff »Geometrie« in einem allzu engen 
Sinne zu fassen — , dafî zwischen Verschiebungen und Krâften eine solche 
umkehrbar-eindeutige Beziehung besteht, welche i) linear ist [der Summe 
zweier Kràfte entspricht die Summe der korrespondierenden Verschiebungen, 
dem 2 -fachen einer Kraft das Z-fache der entsprechenden Verschiebung] 
und 2) >polarem Charakter trâgt: das Produkt aus einer Kraft und einer 
Verschiebung (die Arbeit) ist gleich dem Produkt der korrespondierenden 
Verschiebung und Kraft (Symmetrie der gîk)- — 

Wâhrend die Ausführungen der vorigen Absatze nur affine Geometrie 
voraussetzten, treten somit im metrischen Raum folgende besondere Ver- 
hàltnisse ein. Man kann jedes Wertsystem der oberen Variablen in 
umkehrbar-eindeutiger Weise mit einem bestimmten Wertsystem der unteren 
Variablen koppeln durch die Gleichungen 

(22) 

k 

Diese Koppelung hat invarianten Charakter. Nehmen wir nâmlich eine 
zweite willkürliche Verschiebung rf zu Hilfe, so gilt bei Übergang zu 
einem neuen Koordinatensystem 

^ gik ^ gik P V’, 

ik 

und wenn ein beliebiges Wertsystem der unteren Variablen ist, 

Besteht demnach im ursprünglichen Koordinatensystem der Zusammenhang 

(22) , so gelten im neuen die entsprechenden Gleichungen 

îi =^lik ¥■ 

k 

Die Koppelung ist eine umkehrbar-eindeutige, da wegen des Nicht- 
Verschwindens der Déterminante \gik\ (üe Gleichungen (22) eindeutig 
nach J* aufgelôst werden kônnen: 

(23) 

k 

Aus der Symmetrie der gik folgt die Symmetrie der Koeffizienten der 
aufgelosten oder » inversent Gleichungen (23). Indem wir in der metri- 
schen Geometrie ein ftir allemal die Koppelung (22) zwischen den oberen 
und unteren Variablen einführen, behalten wir dort nur eine Reihe un- 
abhângiger Variablen; doch bleibt uns jederzeit die freie Wahl, ob wir 
die oberen oder die unteren als unabhangige betrachten wollen. 

Weyl, Raum, Zcit, Materîe. 
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Zufolge der Koppelung (22) gilt für eine beliebige Linearform eine 
Gleichung 
(24) 

i 2 

wo zwischen den Koeffizienten o/ und a' der Zusammenhang 

ai = ^gki =^gik a^ 

“k k 

besteht. Die a, hatten wir die kovarianten, die a' die kontravarkutea 
Komponenten eines Vektors genannt; das Statthaben der Gleichungen (24) 
aber werden wir naturgemâfî so ausdrücken; a'" sind die kontravariantea 
Komponenten desselben Vektors, dessen kovariante Komponenten die Oi sind; 
denn es sind die Koeffizienten derseîben Linearform, diese einmal als 
Funktion der oberen, einmal als Funktion der unteren Variablen g^ 
schrieben. Eine Verschiebung sowohl wie eine Kraft ist jetzt als eit 
Vektor zu bezeichnen. Die Verschiebung ^-hat die kontravarianten Kom- 
ponenten I' und die aus (22) sich ergebenden kovarianten die Kraf 
P hat die kovarianten Komponenten pi und die aus (21) durch Auflesunf 
sich ergebenden kontravarianten p\ — Bei einem Tensor hôherer Stufi 
verhâlt sich die Sache genau entsprechend wie bei Vektoren. Für eini 
Bilinearform gelten, wenn die oberen und unteren Variablen ein fût aile 
mal durch (22) gekoppelt sind, Gleichungen 

îk ih ik ik 

Die hier auftretenden Grôfîen aik^ ai^ ^ sind die kovariaotei 

gemischten und kontravarianten Komponenten eines und desselben Tensoj 
2, Stufe. Wir treffen hinsichtlich der Bezeichnung für immer die Vei 
abredung, dafi wir die kovarianten, gemischten und kontravarianten Kotï 
ponenten desselben Tensors mit dem gleichen Buchstaben bezeichnen un 
durch die Stellung des Index oben oder unten angeben, ob die Kompc 
nenten hinsichtlich dieses Index kontra- oder kovariant sind. 

Für den Fundamentaltensor selbst gilt insbesondere 

die gemischten Komponenten dieses Tensors sind also gî^ — d 
kontravarianten = g'*'*'. Die Koeffizienten des zu (22) inversen Gk 
chungssy stems (23) werden demnach von den kontravarianten Komponenh 
des Fundamentaltensors gebildet, und wir werden sie daher in d 
Folge nicht mehr mit g^, sondern mit bezeichnen. 

In einem Cartesischen Koordinatensystem, in welchem der Fund 
mentaitensor die Komponenten 

Sik 

hat, lauten die Koppelungsgleiclmngen (22) einfach: BeschrâDÏ 

wir uns auf den Gebraüch Cartesischer Koordinatensystem e, so brâh' 


f I (2 = k) 
1 O (» + 
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zwischen ko variant und kontravarîant nicht unterschieden zu werden. — 
Es ist aber zu erwàhnen, dafî die bisher auseinandergesetzten Begriffe 
hinsichtlich des Fundamentaltensors gik nur voraussetzen, daB er symme- 
trisch und nicht-ausgeartet ist, wâhrend der Einführung eines Cartesischen 
Koordinatensystems der weitere Umstand zugrunde liegt, daB die korre- 
spondierende quadratische Form positiv-definit ist. Das ist nicht gleich- 
gültig. In der Relativitâtstheorie tritt zu den drei Raumkoordinaten als 
vierte gleichberechtigt die Zeitkoordinate hinzu, und die MaBbestimmung, 
die in dieser vierdimensionalen Mannigfaltigkeit giit, beruht nicht auf 
einer definiten, sondern einer indefiniten Form (Kap. III). In dieser 
Mannigfaltigkeit werden wir also, wenn wir uns auf reelle Koordinaten be- 


schrânken, kein Cartesisches Koordinatensystem einführen kônnen; aber 
die hier entwickelten Dégriffé, die auf die Dimensionenzahl ^ = 4 zu 
spezialisieren sind, behalten ihre voile Anwendbarkeit. 

In das System der Tensoren reihen sich die Skalare oder Invarianten 
— ein Skalar ist eine GrôBe, deren einzelner Wert nach Wahl einer 
bestimmten MaBeinheit durch eine vom Koordinatensystem unabhângige 
Zahl a gegeben werden kann; eine Zahl a also, die sich beim Übergang 
zu einem neuen Koordinatensystem geraâB der Gleichung a = a trans- 
formiert — als Tensoren o, Stufe ein. 

Die geometrischen und physikalischen Grofien sind Skalare^ Vektoren 
und Tensoren: darin spricht sich die mathematische Beschaffenheit des Baumes 
aus^ in welchem diese Grofien exisiieren. Die dadurch bedingte mathe- 
matische Symmetrie ist keineswegs auf die Geometrie beschrànkt, sondem 
kommt im Gegenteil erst in der Physik redit zur Geltung: weil die Natur- 
vorgânge in einem metrischen Raum sich abspielen, ist die Tensorrechnung 
das natürliche mathematische Instrument zum Ausdruck der GesetzmàBig- 
keit, welche diese Vorgânge beherrscht. 

§ 6. Tensoralgebra. Beispiele, 

Addition von Tensoren. Durch Multiplikation einer Linearform, Bi- 
linearform oder Trilinearform . . . mit einer Zahl, ebenso durch Addition 
zweier Linearformen oder zweier Bilinearformen . . . entsteht immer wie- 
derum eine derartige Form. Vektoren und Tensoren kann man also mit 
einer Zahl (einem Skalar) multiplizieren und zwei oder auch mehrere 
Tensoren der gleichen Stufe addieren. Diese Operationen werden an den 
Komponenten durch Multiplikation mit der betr. Zahl, bezw. durch Addi- 
tion ausgeführt. Im Gebiete der Tensoren jeder Stufe gibt es einen 
ausgezeichneten Tensor o, dessen sâmtliche Komponenten verschwinden; 
zu einem beliebigen Tensor der gleichen Stufe addiert, andert er diesen 
. nicht. — Der Zustand eines physikalischen Systems wird durch die 
Angabe der Werte gewisser Skalare und Tensoren beschrieben; daB ein 
, aus ihnen durch mathematische Operationen gebildeter invarianter (d. h, 
: nur von ihnen, nicht aber von der Wahl des Koordinatensystems abhangiger) 
P Tensor =0 ist, darin besteht allgemein die Aussage eines Naturgesetzes. 
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unten tragen, willkürliche Wertsysteme der oberen oder unteren Variablen 
bedeuten, entspringt die trilineare Form 

2 Il 
m 

und somit durch Multiplikation der beiden Tensoren i. und 2. Stufe ein 
Tensor c der 3. Stufe: 

ai • . 

An den Komponenten ist diese Multiplikation also einfach dadurch aus- 
zuführen, dafî jede Komponente des einen Tensors mit jeder Kompo- 
nente des andern multipliziert wird; die Indizes müssen dahei vdllig ge- 
irennt gehalfen werden. Es ist noch zu beachten, daB beispielsweise die 
in bezug auf den Index l kovarianten Komponenten des soeben gebildeten 
Tensors 3. Stufe 

Cii — aibi durch cm — aibu 



gegeben sind. In solchen Multiplikationsformeln ist es also ohne weiteres . 
gestattet, irgend einen Index auf beiden Seiten der Gleichung von unten 
nach oben oder von oben nach unten zu schalfen. 

Beispiele schiefsyinmetrischer und symmetrischer Tensoren. Aus zwei 
Vektoren mit den kontravarianten Komponenten dy d entsteht durch 
Multiplikation in der einen und andern Reihenfolge und nachfolgende 
Subtraktion ein schiefsymmetrischer Tensor 2. Stufe c mit den kontra- 
varianten Komponenten 

^îk _ — a^b\ 

In der gewôhnlichen Vektorrechnung tritt dieser Tensor auf als >vekto- 
rielles Produkt« der beiden Vektoren a und b. Zeichnet man im drei- 
dimensionalen Raum einen bestimmten Schraubungssinn aus, so ist es 
nàmlich môglich, eine einfache umkehrbar-eindeutige Korrespondenz 
zwischen diesen Tensoren und den Vektoren herzustellen, die es gestattet, 
den Tensor c durch einen Vektor zu reprâsentieren. (Im vierdimensio- 
nalen Raum ist dies schon deshalb ausgeschlossen , weil dort ein schief- 
syrametrischer Tensor 2. Stufe 6 unabhângige Komponenten besitzt, 
ein Vektor aber nur 4; ebenso in Râumen von noch hôherer Dimensions- 
zahl.) Für die Dimensionszahl 3 aber beruht die erwahnte Darstellung 
auf folgendem. Benutzen wir lediglich Cartesische Koordinatensysteme 
und führen neben a und b noch eine willkürliche Verschiebung ^ ein, 
so multipliziert sich beim Übergang von einem Cartesischen Koordinaten- 
system zu einem andern die Déterminante 

d d 

b^ b"" b^ — + d"" 

mit der Déterminante der Transformationskoeffizienten. Für eine ortho- 
gonale Transformation ist aber diese Déterminante — dr i. Beschrânken 

PROPERTY OF 

CARNEGIE œSTITüiE OF TECÜWI 
UBRARY 
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wir uns auf die >eigentlichen« orthogonalen TransformationeHj ftirwel 
diese Déterminante = + i ist, so bleibt jene Linearform der ^ 
ungeândertj demgemâô ist durch die Forraeln 

mit dem schiefsymraetnschen Tensor c ein Vektor in einer 
verknüpft, die invariant ist gegenüber eigentlichen orthogonalen Tr 
formationen. Der Vektor ist senkrecht zu den beiden Vektoren a 
èj und seine Grôfie ist (nach elementaren Formeln der analytischen ( 
metrie) gleich dem Flâcheninhalt des von den Vektoren a und à au 
spannten Parallelogramrns. — Die Ersetzung der schiefsymmetrisi 
Tensoren durch Vektoren in der üblichen Vektorrechnung mag im 
teresse der Bezeichnungsôkonomie gerechtfertigt sein. Sie verdeckt 
in mancher Hinsicht das Wesen der Sache und gibt z. B. in der Elel 
dynamik zu den berüchtigten Schwimmregeln AnlaJB, die keineswegs 
Ausdruck dafür sind, daB in dem Raum, in dem sich die elektr 
namischen Vorgânge abspielen, ein ausgezeichneter Schrauhungî 
herrscht, sondern nur notwendig werden, weil man die magnetiscbe ï 
stàrke als Vektor betracbtet, wâhrend sie in Wahrheit (wie das 
vektorielle Produkt zweier Vektoren) ein schiefsyminetrischer Tensor 
Ware uns eine Raumdimension mehr beschert, so batte es niemal 
einem solchen Irrtum kommen kônnen. 

In der Mechanik tritt das schiefsymmetrische Tensorprodukt %\ 
Vektoren auf i) aXs Dre/itmjfuls (Impuhmoment) um einen Punkt 0 \ BeÊ 
sich in P ein Massenpunkt und sind die Komponenten 

OF^ ferner die (kontravarianten) Komponenten der Geschwindi 
jenes Punktes im betrachteten Moment, m seine Masse, so ist der Drehio 
definiert durch 

— m [vX 


Der Drehimpuls eines starren Korpers um einen Punkt O ist die Su 
der den eiozelnen Massenpunkten des Kôrpers zugehôrigen Drehimp 
2) tritt es auf als DreJmommt einer Kraft Greift diese im Pupk 
an und sind^* ihre kontravarianten Komponenten, so ist dasselbe 
durch 


Für einen Massenpunkt wie auch für einen frei beweglichen. starren & 
gilt neben (25) das Gesetz 


(27) 


dt 




für Drehung eines starren Kôrpers um den festgehaltenen Punkt C 
allein das Dreh-Gesetz (27). 

Ein weiteres Beispiel eines schiefsymraetrischen Tensors ist die L 
geschwindigkeii e'nes starren Kôrpers um den festen Punkt O. Bei 
beliebigen Drehung gehe der Punkt P mit den Koordinaten (m) 
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nutzen O als Nullpunkt) über in einen Punkt *Pinit den Koordinaten 
es ist dann 


k 


wo die konstante (vom Punkte P unabhângige) Koeffizienten sind. 
Für eine unendiichkleine Drehung gehe der Punkt über in den Punkt 

mit den Koordinaten dann sind die lineare Funktionen der 


i' 

r 


? 


t' I 

î \ 

i ï 

H 




H-' 


1 

5»! 

itl*^ 


(28) 

k 

Auch d^^’ sind (wie die (kontravarianten) Komponenten einer Ver- 
schiebung. Ist also rj£ irgend ein Wertsystem der unteren Variablen, so ist 

^rjiàÿ 

i ik 

eine Invariante; v\ sind mithin die Komponenten eines im Index k ko- 
varianten, im Index / kontravarianten Tensors. Für eine Prehung mu6 

<5 ^gik = <î = ° 

ik 

sein, und das liefert 

^^£<îr=o- 

t 

Setzen wir die Ausdrücke (28) ein, so kommt 

ik ik 

Das muB identisch in den Variablen gelten, und daher ist 

Vkt + TJik = O ; 

der Tensor mit den ko varianten Komponenten Vik ist also schief- 
symmetrisch. 

Bei der Bewegung eines starren Kôrpers erfâhrt der Kdrper wàhrend 
der unendlichkleinen Zeit ôt eine unendiichkleine Drehung. Wir brauchen 
den eben gebildeten infinitesimalen Drehungstensor v nur durch d/ zu 
dividieren, um (im Limes für d/=o) den schiefsymmetrischen Tensor 
>Winkelgeschwindigkeit« zu erhalten, den wir wiederum mit v bezeichnen 
wollen. Die Formeln (28) gehen dabei, wenn die kontravarianten, m 
die kovarianten Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes P be- 
deuten, über in die Grundformel der Kineraatik des starren Kôrpers: 

(29) Uî = 

k 

Die Existenz der >momentanen Drehaxe« folgt aus dem Umstand, dafi 
die linearen Gleichungen 

— O 
k 

mit den schiefsymmetrischen Koeffizienten vik Falle « = 3 stets 
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Lôstmgen besitzen, die von der trivialen = o verschieden 

sind. — Auch die Winkelgeschwindigkeit pflegt meistens als ein Vektor 
dargestellt zu werden. 

Endlich bietet das bei der Drehung eines Kdrpers auftretende Tràgheit^ 
moment ein einfaches Beispiel ftir einen symmetrischen Tensor 2 . Stufe. 
Ist der Nuilpunkt O wieder der feste Drehpunkt und befindet sich im 
Punkte F mit den Koordinaten ein Massenpunkt von der Masse so 

nennen wir den symmetrischen Tensor, dessen kontravariante Komponenten 
durch gegeben sind (Multiplikation!), die »Rotationstragheit« des 

Massenpunktes (für den Drehpunkt (9). Die Rotationstrâgheit eines 
Punktsystems oder Kôrpers ist definiert als die Summe dieser für seine 
einzelnen Punkte P zu bildenden Tensoren. Die Définition weicht von 
der üblichen ab; sie ist aber die richtige, wenn man Ernst damit macht, 
die Rotationsgeschwindigkeit als einen schiefsymmetrischen Tensor und 
nicht als einen Vektor aufzufassen (wie wir alsbald sehen werden). Für 
Drehung um 0 spieit der Tensor die gleiche Rolle wie der Skalar m 
ftir Translationsbewegung. 

Verjüngung. Sind die gemischten Komponenten eines Tensors 
2 . Stufe, so ist eine Invariante. Sind also die gemischten Kom- 


ponenten desselben Tensors nach Übergang zu einem neuen Koordinaten- 
System, so ist 


Beweis: Ist ein willktirliches Wertsystem der oberen, der unteret 
Variablen, so besteht die Gleichung 


Ist ÇJ ein willktirlicher in k kovarianter, in i kontravarianter Tensor, % 
drticken sich die Komponenten im neuen Koordinatensystem tn gt 
laisser Weise linear durch die Komponenten im alten aus. ist et 

spezieller solcher Tensor. 


ist nach Einftihrung jener Ausdrücke eine gewisse Linearform der ÇJ 
etwa = ^yik CL Dieselbe verschwindet identisch in den ^ und 1 
wenn wir einsetzen. Folglich sind aile ihre Koeffizienten ) 

und es besteht allgemein die Gleichung 


Wàhlen wir darin für Ç insbesondere den Tensor mit den Komponent 
ri ^i I ^ (^* “ 





Wir kônnen ans diesem Satz sogleich eine allgemeine Rechenoperation 
für Tensoren, die >Verjüngung«, herleiten, die als zweite neben die 
Multiplikation tritt. Indera wir in den gemischten Komponenten eines 
Tensors einen bestimmten oberen mit einein bestimmten unteren Index 
zusammenfallen lassen und nach ihm summieren, erhalten wir aus dem 
gegebenen Tensor einen neuen, von einer um 2 geringeren Stufenzahl; 
Z. B. aus den Komponenten eines Tensors 5. Stufe die Komponenten 

(30) = 4 ,- 

r 

eines Tensors 3. Stufe. Der durch (30) dargestellte Zusammenhang ist 
invariant, d. h. drückt sich in der gleichen Weise nacb dem Übergang 
zu einem neuen Koordinatensystem aus: 

(31) ~ 

r 

Wir brauchen, um das einzusehen, nur zwei willkürliche Wertsysteme 
yf der oberen, ein willktirliches Wertsystem der unteren Variablen 
zu wahlen und unsem obigen Satz auf dén Tensor 2. Stufe 

hîl 

anzuwenden. Definieren wir die c durch (30), die ? durch (31), so liefert 
die Gleichung 

r r 

dann die Formel 

hil hîl 

Es sind also in der Tat l:\i im neuen Koordinatensystem die Komponenten 
desselben Tensors 3. Stufe, dessen Komponenten im alten = sind. 

Behpiele ftir diese Operation der Verjüngung sind uns im vorigen 
schon in Htille und Fülle begegnet. Immer wo nach gewissen Indizes 
summiert wurde, trat in dem allgemeinen Summenglied der Summations- 
index doppelt, einmal unten und einmal oben auf; jède solche Summation 
ist die Ausführung einer Verjüngung. So z. B. in Formel (29): aus Vih 
und kann man durch Multiplikation den Tensor 3. Stufe bilden; 

indem man dann k mit l zusammenfallen lâfît und über k summiert, 
ergibt sich der verjüngte Tensor i. Stufe Uî. Der Prozefî der Verjüngung 
kann gleichzeitig für mehrere Indexpaare vorgenommen werden. Aus den 
Tensoren i., 2., 3., • - » Stufe mit den kovarianten Komponenten a*, aiUy 
dikii • * ‘ erhâlt man so insbesondere die Invarianten 

• • • • 

i ik ikl 
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Wenn^ wie wir hier annehmen, die dem metrischen Grundtensor en 
sprechende quadratische Form positiv-definit ist, sind diese Invariante 
aile positiv; denn in einem Cartesischen Koordinatensystem st-ellen s 
sich direkt als die Qaadratsummen der Komponenten dar. Die Quadra 
wurzel ans diesen Invarianten mag, wie im einfachsten Falle des Vektoi 
als der Betrag oder die GrôBe des Tensors i., 2., 3., ••• Stufe b 
zeichnet werden. 

Wir treffen jetzt und für aile Zukunft die Verabredung: wenn in eine 
mit Indizes behafteten Formelglied, das die Komponenten eines Tense 
bedeutet, ein Index doppelt, oben und'^unten vorkommt, so ist stets § 
meint, daÔ über ihn summiert werden soll, ohne dafi wir es für nô 
finden, ausdrücklich ein Summenzeichen davor zu setzen. 

Die Operationen der Addition, Multiplikation und Verjtingung seta 
nur die affine Geometrie voraus; ihnen liegt kein >metrischer Fundament 
tensor« zugrunde. Dies ist allein für den Prozefi des Übergangs von 1 
varianten zu kontravarianten Komponenten und seine Umkehrung der Fi 
Die Eulerschen K^eiselgleichungen. Zur Einübung der Tensorrechni 
wollen wir die Eulerschen Gleichungen der kràftefreien Bewegung ei 
starren Kôrpers um ein en festen Punkt O herleiten. Wir schreiben 
Grundgleichungen (27) kovariant; 

dLîk 

^dT ~ 


multiplizieren sie zur bequemeren Zusammenfassung mit den kon 
varianten Komponenten eines beliebigen konstanten (von der 
unabhângigen) schief^ym metrischen Tensors und verjüngen in bezug 
i und Je. Ist Hîk gleîch der über aile Massenpunkte zu erstrecken 
Surame 

m 

gesetzt, so ist 

\LikW^^ — — H 


eine Invariante, und unsere Gleichungen kônnen wir in die Formel 
einigen: 


(32) 


dH 

dt 


O . 


Führen wir die Ausdrücke (29) für ui ein und den Trâgheitstensc 
so wird 

( 33 ) Hih—VirTl. 

Bisher haben wir angenommen, dafi ein im Raume festes Koordto 
System benutzt wird. Die Tragheitskomponenten T ândern sich dan 
der Massenverteilung im Laufe der Zeit. Benutzen wir aber statt d 
jetzt ein im K'ôrper festes Koordinatensystem imd verstehen un ter dei 
herigen Zeichen die Komponenten der betreffenden Tensoren in 
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dièses Koordinatensystem, kennzeichnen hingegen die Komponenten der- 
selben Tensoren in bezug auf das raumfeste Koordinatensystem durch 
Überstreichen, so bleibt wegen der Invarianz von H die Gleichung (32) 
bestehen. Die Ti^ sind nunmehr Konstante; dafür sind aber die mit 
der Zeit variabel. Unsere Gleichung ergibt 



(34) 


Um 


dt 


dffik I TT 


O. 


zu bestimmen, wàhlen wir zwei willkürliche im Kôrper feste 


Vektoren, deren kovaxiante Komponenten im kbrperfesten Koordinaten- 
system = bezw. rii sind. Diese GrôBen sind also Konstante, ihre Kom- 
ponenten ï/, im raiimfesten Koordinatensystem aber Funktionen der 
Zeit. Es ist 


und daraus durch Différentiation nach der Zeit: 
dw^^ 


(35) 


dt 


B. 


Nun ist nach Formel (29) z. B. 

dh_ 

dt 

Für die rechte Seite der Gleichung (35) bekommt man so 

[vf îr + Vf ïi ^r) , 

und da hier eine Invariante steht, kônnen wir die gestrichenen Kom- 
ponenten wieder durch die ungestrichenen ersetzen: 

duf^ 

~ 5 »“'^ (Ir + îîflrDh^) . 

Dies gilt identisch in § und i}; also, wenn Ifa beliebige Zahlen sind, 


Hik- 


dt 




Nehmen wir darin für die Hîk insbesondere die vorher so bezeichneten 
GrôBen, so ist damit das zweite Glied in (34) bestimmt, und unsere 
Gleichung lautet 

a-’* = O 

identisch in dem schiefsymmetrischen Tensor daher 


d[Hik-Hkh , j VfBrk + VfHir\ ^ 
dt \ — VfHrî — Vf Hur i 

Man führe den Ausdruck (33) für Hîk ein; da wegen der Symmetrie 
von Tik auch 
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symtnetrisch ist in i und /è, zerstôren sich die beiden hinteren Gliedei 
der in der geschweiften Klammer stehenden Summe. Setzt man dei 
symmetrischen Tensor 

Vkr — grs < — W Z'a- , 

so lauten unsere Gleichungen schlieBlich 

n - Vj,, TT) = [vv,, n - Tf). 

Es ist bekanntlich moglich, ein Cartesisches Koordinatensystem, be 
stehend ans den >Haupttragheitsachsen«, eînzuführen, so dafi darin 

ist. Schreiben wir dann anstelle von r/, analog für die übrige 
Indizes, so gewinnen in diesem Koordinatensystem tinsere Gleichungc 
die einfacbe Gestalt 

(Tz + Ta) = [Ta Ti} vviA • 

Das sind die DifFerentialgleicbungen für die Komponenten via der u 
bekannten Winkelgeschwindigkeit — Gleichungen, die sich bekanntU' 
durch elliptische Funktionen von t lôsen lassen. Die hier auftretend 
Haupttrâgheitsmomente Ti hàngen mit den sich nach den üblichen Defii 
tionen ergebenden Tt durch die Gleichungen zusammen 

n^T,+ T,, 7 ^ 3 * = 7 ;+ 7 ;. 

Die von tins gegebene Behandlung des Rotationsproblems lèLBt s 
im Gegensatz zu der üblichen Wort für Wort von dem dreiditnensiona 
auf mebrdimensionale Râume übertragen. Das ist ja freilich in px 
vôllig belanglos. Aber erst die Befreiung von der Beschrânkung auf e 
bestimmte Dimensionszahl, die Formulierung der Naturgesetze in sole 
Gestalt, dafî ihnen gegenüber die Dimensionszahl als etwas Zufàll 
erscheint, btirgt uns dafür, dafî ihre mathematische Durchdringung y 
stândig gelungen ist. — 

Das Eindringen in den Tensorkalkül hat — abgesehen von der Aî 
vor Indizes, die überwunden werden mufî — gewifî seine begrifflic 
Schwierigkeiten. Formai ist aber die Rechenmethodik von der àuBeri 
Einfachheit, viel einfacher z, B. als der Apparat der elementaren Vek 
rechnung. Zwei Operationen: Multiplikation und Verjüngung: Nel 
éinanderschreiben der Komponenten zweier Tensoren mit lauter 
schiedenen Indizes — Identifizierung zweier Indizes oben und tir 
dann (stillschweigend) Summation nach ihm. Es ist vielfach verB 
worden, in unserm Gebiet eine solche invariante, mit den Tensoren s< 
und nicht mit ihren Komponenten arbeitende Bezeichnungsweise 
zubilden, wie sie in der Vektorrechnung besteht. Was aber dort am J?; 
ist, erweist sich für den viel weiter gespannten Rahmen des Tensorka 
als âufîerst unzweckmâfîig. Es werden eine solche Ftille von Nai 
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Bezeichiiungen und ein solchef Apparat von Rechenregeln notig (wenn 
inan niclit docli iramer wieder auf die Komponenten zurückgreifen will), 
dafî damit ein Gewinn von sehr erheblichem negativen Betrag erreicht 
wird. Man mui 3 gegen diese Orgien des Formalismas, mit dem man 
heute sogar die Techniker zii belâstigen beginnt, nachdrücklich protestieren. 

§ 7. Feinere Systematik der Tensoren. 

Ans den Beispielen des vorigen Paragraphen geht mit aller Deutlich- 
keit hervor, daB die symmetrischen und die schiefsymmetrischen Tensoren 
2. Stufe, wo sie in den Anwendungen auftreten, vôllig verschiedene 
GrôBenarten darstellen. Dies wird uns zum AnlaB; im Gebiet der Ten- 
soren eine feinere sachgemaBe Systematik durchzuführen, die so hetero- 
gene Dinge nicht mehr in einen Topf wirft, 

Ein Tensor 2. Stufe ist allgemein reprâsentiert dur ch eine Bilinearform 

ik 

zweier willkürlicher Verschiebungen mit den Komponenten Aus 

jeder Bilinearform kônnen wir die zugehdrige quadratische Form 

bilden; in dieser Weise geht, wie wir wissen, jede quadratische 
Form aus emer und mtr einer symmetrischen Bilinearform hervor. Ein 
symmetrischer Tensor 2. Stufe kann also durch die zugehôrige quadratische 
Form eindeutig dargestellt werden. Indem wir uns von vornherein auf 
den Standpunkt der metrischen Geometrie stellen und die »oberen« Varia- 
blen als unabhângige nehmen, werden wir so unter Einschrânkung des 
Namens >Tensor« auf jene GrôBen, die bisher unter der Bezeichnung 
>symmetrische Tensoren « auftraten, zu folgender Erklarung geführt. 

Unter einem Tensor i., 2., 3., ... Stufe verstehen 7 vir eine lineare^ 
quadratische^ kuhische^ . . . Form (homogène Funktion) einer willkürlichen 
Verschiehung, 

Stellen wir bei Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems die 
willkürliche Verschiebung dar durch ihre Komponenten so erscheint 
in diesem Koordinatensystem ein Tensor 3. Stufe z. B. als eine kubische 
Form der n Variablen 

îkl 

diese Schreibweise wird aber erst dadurch zu einer eindeutig bestimmten, 
daB wir an die Koeffizienten am die »Symmetrie«-Bedingung stellen: 
Koeffizienten, welche Indextripeln ikl zugehôren, die durch Vertauschung 
auseinander hervorgehen, sind gleich. Die solchergestalt normierten 
Koeffizienten bezeichnen wir als die » Komponenten « des durch die 
kubische Form reprâsentierten Tensors. Beim Übergang zu einem neuen, 
durch Überstreichung gekennzeichneten Koordinatensystem, der sich als 
eine lineare Transformation der Variablen darstellt, gilt 

(36) ^ 

ikl ikl 
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wobei natürlich die Komponenten 'àm im neuen Koordinatensystem wie 
derutn der normierenden Bedingung der Symmetrie unterliegen. 

Um die Übereinstimmung mit unseren frtiheren Begriffen zu beweiàet 
müssen wir zeigen: Sind i?', drei Reihen von Variablen, die ail 
der gleichen linearen Transformation unterworfen werden, so ist mit de 
obigen Bezeichnungen 

( 37 ) ^ 'Q âm ri^ . 

îkl ikl 

In der Tat: definüren wir die Zahlen dm durch (37) und bezeichnen d 
links stehende Trilinearform mit die rechts stehende mit 

so folgt ans der Symmetrie der Koeffizienten Uiu die Symmetrie von . 
d. h. die Tatsache, daB sich die Funktion bei einer Vertauschül 

der drei Argumentreihen ândert. Daraus ergibt sich à 

gleiche Symmetrieeigenschaft für die Funktion und daraus wi 

derum die Symmetrie des Koeffizientensystems am* Die dm genüg 
demnach der Symmètriebedingung und auBerdem^ wie aus (37) durch < 
Spezialisation = = Ç* hervorgeht^ der in ^ identischen Gleichung {3 

Das war unsere Behauptung. — Man beachte, daB vom gegenwèlrti| 
Standpunkt aus gar kein Grund vorliegt, den GrôBen, die wir jetzt 
einem engeren Sinne Tensoren genannt haben, das Beiwort >symmettîsc 
zu geben; nicht die Tensoren sind symmetrisch, sondern lediglich in 
eindeutige Festlegung der Komponenten geht eine normierende Syrameti 
bedingung ein. 

Durch die Komponenten einer Verschiebung wird die Richti 
einer Geraden samt Richtungssinn und GrôBe festgelegt. Sind rf îrg< 
zwei voneinander linear unabhângige Verschiebungen, so wird von iht 
wenn man sie von einem beliebigen Punkt O auftragt, eine Ebene i 
gespannt. Die GroBen 

bestimmen durch ihr Verhàltnis in der gleichen Weise die >Stellü 
dieser Ebene (eine »Flâchenrichtung«), wie die durch ihr Verliâ .1 
die Richtung einer Geraden (eine »Linienrichtung«) bestimmen. Die 
sind dann und nur dann aile = o, wenn die beiden Verschiebut 

rf linear abhàngig sind und also keine zweidimensionale Man 
faltigkeit aufspannen. Mit zwei linear unabhângigen Verschiebung^t 
und ri ist in der aufgespannten Ebene ein Drehungssinn verknüpft : 
Sinn derjenigen Drehung in der Ebene um ( 9 , welche die Richtung v- 
durch ein en Winkèl 180® in die Richtung von rj überführt; und ai] 
dem eine bestimmte MaBzahl (GrôBe), namlich der Flàcheninhalt 
von § und rj aufgespannten Parallelogramms. Trâgt man zwei Ver0< 
bungen rj von einem beliebigen Punkt Oj zwei Verschiebungen 
von einem beliebigen Punkt 0 ^ ab, so sind diese dem einen undl 
andern Paar zugehôrigen Dinge: Ebenenstellung, Drehsinn und G 
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dann und nur dann miteinander identisch, wenn die des einen und 
andern Paares miteinander übereinstimmen : 

^ _ Il . 

Wie also die die Richtang einer Geraden samt Richtungssinn und 
GroBe bestimmen, so die die Stellung einer Ebene samt Umlaufssinn 
und GrôBe; man sieht die voile Analogie. 

Wie wir vorhin lineare, quidratische, kubische, . . . Formen der be- 
trachteten, so werden wir jetzt lineare, quadratische, kubische, . . . Formen 
der untersuchen; auch diese bezeichnen wir als Tensoren i., 2., 3,, ... 
Stufe; zur Unterscheidung nennen wir die ersteren aus einem ohne weiteres 
ersichtlichen Grunde > Linientensoren<f^ ^ die neuen ^Flàchentemoren^. Für 
die gilt die Gleichung 

(38) = 

Eine Lînearform der lâBt sich auf eine und nur eine Weise folgender- 
mafîen darstellen: 



(39) I ^ P *?') > 

ik ik 

wenn man postuliert, daB die Koeffizienten aïk der Bedingung 

{ 40 ) CtJzi = üik 

genügen. Die so normierten Koeffizienten bezeichnen wir als die Kom- 
ponenten des Flàchentensors i. Stufe. Bei dieser Annahme ist (39) 

= • 

ik 

In unserer alten Terminologie haben wir es also mit einem schiefsym- 
metrischen Tensor 2. Stufe zu tun. Wir sehen, wie dieser bei unserem 
jetzigen Standpunkt in eine ganz andere GroBenkategorie eintritt wie der 
»symmetrische«. 

Bei der Normierung der Koeffizienten einer guadratischen Form der 
Flâchenvariablen 

(41) = J 

ij, hk 

wird man zunàchst daftir Sorge tragen kônnen, daB das Koeffizienten- 
System symmetrisch ist in den Indexpaaren ij und hk,^ schiefsymmetrisch 
in den beiden Indizes i und j , ebenso schiefsymmetrisch in den beiden 
Indizes h und k\ 

(42') dij.hk — Clhkjj\ 

(42 ) Cljî,hk ^ij»hk J (^îj,kh (^îj,hk • 

Die Form (41) ist dann 


7 
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uad die Quadrilinearform 

2 a, JM L I3 ^4) . 

mit der die gegebene durch die Gleichung 

(43) /=F{^nîn) 

zusammenhângt, hat die Eigenschaften ; 

(44') ^(^3 ^4 & b"3 ; 

(44"J ?3 ^4) = I4 ^3) = — ^3 ^4) ) 

welche den Koeffizientenrelationen (42'), (42") entsprechen. Datait 
die Normierung aber noch nicht abgeschlossen. Bilden wir nâmlich du 
zyklische Vertauschung der letzten drei Argumente und Addition 

I3 IJ + i?(|, I3 1; L) + ^(i'x i'a) = ‘^(Ix I3 ^4) » 
so wird, wie aus (44") sofort hervorgeht, 5(|ij|);)=o. AuBerd 
erfüllt S, anstelle von F gesetzt, gleichfalls die Beziehungen (44'), {4 
Also ixarin mau F durch Subtraktion irgend eines konstanten Multiph 
von i' noch abândern, ohne daB die Beziehungen (43), (44') > (441 ' 
stôrt werden. Subtrahiert man insbesondere \S, so erfüllt das mcK 
zierte F auBerdem noch die Gleichung 

(44"') nîr la I3 I4) + ^(Ix I3 I4 la) + "^(Ix I4 la I3) = ° 

oder ihre Koeffizienten: 

(42"') (tîj^hk + Ctik.k; + mjh = O . 

Damit sind wir aber am Ziel; d. h. jeder quadratischen Form J 
Flâchenvariablen entspricht eine und nur eine den sâmtlichen IdemÎ! 

(44) genügende Quadrilinearform aus der J durch die Subsüliiti^ 

(45) il — is — i J ia — ~ V 

— Gl. (43) — hervorgeht Um dies zu zeigen, ist lediglich dmm 
da6 eine den erwâhnten Identitàten genügende Quadrilinearform i 
tisch verschwindet, wenn F(§ — o ist. Nun ist aber 

(46) i^(.M.l3l4) + ^(lxl4l3la) 

unter jenen Umstânden eine symmetrische Bilinearform in ti^l 
ebenso eine symmetrische Bilinearform in und ^4, die vermc^wi 
wenn genommen wird. Zufolge des Satzei, 4aS 

symmetrische Bilinearform, deren zugehôrige quadratische Far» i 
selber identisch verschwindet, ergibt sich daraus, dafi (46) ^ 0 
Benutzen wir noch (44 ^')t so haben wir damit die Gleichung 

gewonnen, und durch zyklische Vertauschung von ?a Ç3 
auch 

Die drei Summanden in (44'") sind somit einander gleicb^ 
Formel liefert das behauptete Résultat F o. — Unter dba 
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im allgemeinen Sinne des § 5 ist also der Flàchentensor 2, Stufe als 
ein Teasor 4. Stufe vertreten, für welchen die ihn darstellende Quadri- 
linearform den Bedingungen (44) genügt, oder dessen Komponenten aîj^hk 
die gegenüber linearen Transformationen invarianten Gleichungen (42) 
erfüllen. 

Berücksichtigt man die Beziehungen (44'), (44")» so ist in der Glei- 
chung (44 ^' 0 Index i nur scheinbar ausgezeichnet. Anderseits kann 
bewiesen werden — und wir haben spâter von dieser Bemerkung^) Ge- 
brauch zu machen — , daB die Relationen (44")? (44 normierende 
bereits genügen, da (44') eine Folge aus ihnen ist. Wird (44') nicht 
vorausgesetzt, so gehen dadurch, dafî wir der Reihe nach den Indizes 
2, 3, 4 die besondere Rolle zuweisen, welche alsdann der Index i in 
der Gleichung (44'") spielt, aus ihr noch drei weitere hervor. Indem 
man aile vier Gleichungen addiert und von (44") durchgângigen Gebrauch 
macht, kommt 



Ist Ç, wie früher, die metrische Fundamentalform, so ist das ein- 
fachste Beispiel einer den Bedingungen (44) genügenden Quadrilinearform 

Die aus ihr durch die Substitution (45) hervorgehende quadratische Form 
der Flàchenvariablen 

J=Q[ï)-Q[n)-Q.%n) 

bedeutet nach den Lehren der analytischen Geometrie nichts anderes als 
den ins Quadrat erhobenen Flâcheninhalt des von den Vektoren ^ und rj 
aufgespannten Parallelogramms. Die Wurzel aus J ist also jene >Grdfîe«, 
die nach unsern obigen Ausführungen neben einer Ebenenstellung mit 
Umlaufssinn durch die festgelegt wird. Es ist 

J — — liff • l^rik 

(47) = [l'i" — i?’) h'Tik = 7 


Auf eine genauere Diskussion der Flâchentensoren 3. und hôherer 
Stufe kônnen wir verzichten, da solche in den Anwendungen des Tensor- 
kalküls, die wir zu machen haben, nirgendwo auftreten. 

Im ^-dimensionalen Raum gibt es genau n linear unabhângige Linien- 


tensoren i. Stufe (Vektoren), aus denen si ch aile andern zusammensetzen 

-I \-rt JJ fZifZ ' X ] 

lassen, — derartige Linientensoren 2. Stufe und linear 


unabhângige Flâchentensoren i. Stufe. Die Maximalzahl der unabhangigen 


Flâchentensoren 2. Stufe berechnet sich, wie wir hier ohne Beweis er- 



12 


Weyl, Raum, Zeit, Materie. 
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Im dreidimensionalen Raum ist unsere Systematik mit den Raumten- 
soren beendet, im vier- oder mehrdimensionalen Raum aber setzt sie sich 
entsprechend fort. 

Damit sind wîr zu einer wahrhaft der Sache geraâfîen Übersicht und 
Einteilung der in der râumlichen Wirklichkeit eine Rolle spielenden 
Grôfîenarten gelangt. Es kann aus guten inneren Gründen behauptet 
werden, und wir werden es in der Foige durchweg bestâtigt finden, dafî 
nur solche Grôfien eine reale Bedeutung haben, die in diesem natürlichen 
System ihren Platz finden. Man beachte, dafî unsere jetzige Klassifikation 
bei weitem nicht aile jene GrôBen umfaBt, die wir in den beiden vorigen 
Paragraphen als Tensoren bezeichnet haben; z. B. sind von den Tensoren 
2. Stufe in jenem weiteren Sinne hier nur die symmetrischen (als Linien- 
tensoren 2. Stufe) und die schiefsymmetrischen (als Flâchentensoren i. Stufe) 
vertreten. Für die Algebra werden wir nach wie vor jenen allgemeineren 
Tensorbegriff benutzen, da auf ihm die groBe Einfachheit des Kalküls 
beruht; das hat dann zur Foige, daB in den Zwischenrechnungen auch 
die Komponenten solcher Tensoren auftreten, die in unserm natürlichen 
System keine Stelle haben. 

Als eînfachste Beispiele der algebraischen Erzeugung von Tensoren aus 
Tensoren in unserm jetzigen engeren Sinne seien diese angeführt: i) Sind 
hî die kovarianten Komponenten zweier Linientensoren i. Stufe, so 
sind 

\aihk — a khi = c7k 

die kovarianten Komponenten eines Flâchentensors i. Stufe, der durch 
dieses Bildungsgesetz mit den beiden gegebenen Linientensoren in einen 
vom benutzten Koordinatensystem unabhângigen Zusammenhang gebracht 
ist (sog. >vektorielles«, richtiger »flâchentensorielles« Produkt). 2) Sind a/ 
die kovarianten Komponenten eines Linientensors i. Stufe, hik die eines 
Flâchentensors i. Stufe, so bilden wir 

( 49 ) ^ihki + cik hii + aihik = Ctki- 

Jedes einzelne Glied der links stehenden dreigliedrigen Summe ist die 
ko variante Komponente eines aus a und h invariant entstehenden 

Tensors 3. Stufe im weiteren Sinne. Die Cîki haben aber dazu die Eigen- 
schaft, bei gerader Vertauschung der ikî in sich überzugehen, bei un- 
.gerader Vertauschung in ihr Négatives umzuschlagen. Folglich sind sie 
die kovarianten Komponenten eines Raumtensors i. Stufe, der durch die 
Formeln (49) in einer vom Koordinatensystem unabhângigen Weise aus 
dem Linien- und Flâchentensor i. Stufe a und h abgeleitet ist. — 

Zur Ausbildung der Tensorrechnung leistet dieser Paragraph keinen 
Beitrag; wem also nur an der Beherrschung des formalen Kalküls gelegen ist, 
kann ganz von ihm absehen. Für das Verstândnis des Wesens der in Géo- 
métrie und Physik eine Rolle spielenden GrôBen scheint mir aber sein 
Inhalt von Wichtigkeit zu sein. 

4 * 
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GroBen, ^ üschen Systems beschreiben, haben nicht einen Wei 
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relativ zu der GrôBe derVerrückung, die etwa durch | ^ | + | | 

’^\Jxn \ gemessen werde. Daraus geht hervor, daB 

^ }L 

bx^^ ’ hxn 

die kovarianten Komponenten eines Vektors sind, der aus dem Skalar- 
feld (p in einer vom Koordinatensystem unabhângigen Weise entspringt. 
In der gewôhnlichen Vektorrechnung tritt er als Gradient auf und wird 
durch das Symbol grad cp bezeichnet. 

Diese Operation lâfit sich sofort von einem skalaren auf ein beliebiges 
Tensorfeld übertragen. Seien z. B. f^jJ^x] die in bezug auf 2, k kovarianten, 
inbezug auf h kontravarianten Komponenten eines Tensorfeldes 3. Stufe 
(in dem weiten Sinne des § 5), dann ist 

f’îkïhrfl^ 

eine Invariante, wenn wir unter den ein willkürliches, Sibex konstantesj 
d. h, vom Ort unabhàngiges Wertsystem der unteren, unter rf^ eben- 
solche Wertsysteme der oberen Variablen verstehen. Die einer infinitesi- 
raalen Verrückung mit den Komponenten dxi entsprechende Ânderung 
dieser Invariante ist gegeben durch 

■^ïhrfXJ'dxi^ 

b%i ^ 

und folglich sind 

bxi 


die Komponenten eines Tensorfeldes 4. Stufe, das in einer vom Koordi- 
natensystem unabhângigen Weise aus dem gegebenen entspringt. Das 
ist der Prozess der Différentiation] durch ihn wird, wie man sieht, die 
Stufenzahl des Tensors um i erhôht. Es ist noch zu bemerken: wegen 
der Unabhângigkeit des metrischen Fundamentaltensors vom Ort erhâlt 
man z. B. die in bezug auf den Index k kontravarianten Komponenten 
des eben gebildeten Tensors, indem man unter dem DifFerentiations- 

b ff 

zeichen den Index k nach oben schafFt: ; die Verwandlung von 

kovariant in kontravariant und die Différentiation sind vertauschbar. Die 
Différentiation kann rein formai so ausgeführt werden, als ob der betr. 
Tensor mit einem Vektor multipliziert würde, dessen kovariante Kom- 
ponenten 

b b b 


(50) 


hx„ 


0 / 


sind; dabei wird der Differentialquotient ^ als symbolisches Produkt 

^ U 

von / mit — behandelt. Den symbolischen Vektor (50) findet man in 
der Literatur ôfter mit dem geheimnisvollen Namen »Nabla-Vektor« belegt. 
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Beîspiek, Aus dem Vektor mit den kovarianten Komponenten m ent- 
springt der Tensor 2. Stufe Daraus bilden wir insbesondere 


Wâhrend in dem natürlicben System des vorigen Paragraphen dem Tensor 
ua keine Bedeutung zukommt, sind diese GrôBen die kovarianten Kom- 
ponenten eines Flachentensors i. Stufe; in der gewôhnlichen Vektor- 
rechnung tritt er (mit entgegengesetztem Vorzeichen) als Rotation (rot 
oder curl) auf. Hingegen sind die GrôBen 




die kovarianten Komponenten eines Linientensors 2. Stufe. Bedeutet 
der Vektor u die Geschwindigkeit kontinuierlich ausgebreiteter, sich be- 
wegender Materie als Funktion des Orts, so gibt das Verschwinden dieses 
Tensors an einer Stelle kund, daB die unmittelbare Umgebung der Stelle 
sich wie ein starrer Kôrper bewegt ; er verdi ent daher, als » Verzerrungs- 
Tensor^ bezeichnet zu werden. Endlich aber entsteht aus Uik durch 
Verjüngung der Skalar 

ôw* 

hxz ’ 

in der Vektorrechnung als Divergenz (div) bekannt. 

Aus einem Tensor 2. Stufe mit den gemischten Komponenten 
entspringt durch Différentiation und Verjüngung der Vektor 


Sind Vik die kovarianten Komponenten eines Flâchentensorfeldes 
I. Stufe, so entsteht entsprechend der Formel (49), in der wir h durch 
V und a durch den symbolischen Vektor » Différentiation « ersetzen, aus 
ihm der Raumtensor i. Stufe mit den Komponenten 

IXk^ Ixi 


Der Fia chen tensor (51), rot, verschwindet, wenn m Gradient eines Skalar- 
feldes ist; der Raumtensor (52) verschwindet, wenn Vik die rot eines 
Vektors Ui ist. 

Spannungen. Ein wichtiges Beispiel für ein Tensorfeld bilden die 
Spannungen in einem elastischen Kôrper; von diesem Beispiel her haben 
die Tensoren ihren Namen erhalten. In einem elastischen Kôrper, an 
dessen Oberflàche Zug- oder Druckkrafte angreifen, auf dessen Inneres 
auBerdem irgendwelche an den einzelnen Teilen der Materie angreifende 
>Volumkrafte« (z. B. die Schwerkraft) wirken, stellt sich ein Gleich- 
gewichtszustand her, in dem die durch die Verzerrung beanspruchten 
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Kohâsionskrâfte der Materie jenen eingeprâgten Kraften das Gleichgewicht 
halten, Schneiden wir ein beliebiges Sttick J der Materie in Gedanken 
aus dem Kôrper heraus, lassen es erstarren und entfernen die übrige 
Materie, so werden die eingeprâgten Volumkrâfte für sich an diesem 
Stück der Materie sich nicht das Gleichgewicht halten; sie sind aber ins 
Gleichgewicht gesetzt durch die auf die Oberflâche S 2 des Sttickes y 
wirkenden Druckkrâfte, die von dem weggeschnittenen Teil der Materie 
anf y ausgeübt werden. In der Tat haben wir uns, wenn wir auf die 
atomistische Feinstruktur der Materie nicht eingehen, vorzustellen , dafî 
die Kohâsionskrâfte nur in der unmittelbaren Berührung wirksam sind, 
so daÔ also die Einwirkung des weggeschnittenen Materieteils auf y durch 
solche oberfiâchlichen Druckkrâfte mufî ersetzt werden kônnen; und zwar 
darf, wenn S dû die auf ein Oberflâchenelement dû wirkende Druck- 
kraft ist, © also den Druck pro Flâcheneinheit bedeutet, © nur abhângen 
von der Stelle, an der sich das Flâchenelement do befindet und von der 
ins Innere von J gerichteten Normalen n dieses Flâchenelements (welche 
die >Stellung« von do charakterisiert). Für © schreiben wir, um die 
letztere Abhângîgkeit auszudrücken, ©^. Bedeutet — n die der Normale 
n entgegengesetzte Normalenrichtung, so folgt aus dem Gleichgewicht für 
eine kleine, unendlich dünne Scheibe, da6 

(53) ■ 

sein mu6. 

Wir benutzen Cartesische Koordinaten x^^ x^. Die Druckkrâfte 
pro Flâcheneinheit an einer Stelle, welche gegen ein Flâchenelement 
daselbst wirken, dessen innere Normale in die Richtung der positiven x ^ , 
bzw. bzw, ^g-Achse fàllt, môgen mit ©j, ©j^, ©3 bezeichnet werden. 
Wir wâhlen irgend drei positive Zahlen von der Quadratsumme i 

und eine positive Zahl e, die gegen o konvergieren soll (wâhrend die 
ai festbleiben). Wir tragen vom betrachteten Punkt O aus in Richtung 
der positiven Koordinaten achsen die Strecken 

OF^ = OP^ = fiiZa, OP^ — 

ab und betrachten das infinitésimale Tetraeder OP^P^P^ mit den »Wânden« 
OP^P^y OP^Pj.^ OP^P^ und dem »Dach« P^P^Py Ist / der Flâchen- 
inhalt des Daches und die Richtungskosinusse seiner inneren 

Normalen so sind die Flâcheninhalte der Wânde 

— /■ «I —/•“«) — /-«S- 

Der Druck auf die Wânde und das Dach betrâgt also insgesamt bei un- 
endlich kleinem e: 

«3 @3)}. 

/ ist von der GrôBenordnung e""; die auf das Tetraedervolumen wirkende 
Volumkraft ist aber nur von der GrôBenordnung Daher muB zufolge 
der Gleichgewichtsbedingung 

= a, ©J + a, 
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sein. Mit Hilfe von (53) tibertrâgt sich diese Formel unmittelbar auf 
den Fall, daB das Tetraeder in einem der übrigen 7 Oktanten gelegen 
ist. Nennen wir die Komponenten von ©/ in bezug auf die Koordinaten- 
achsen Sît, &3 und sind rf die Komponenten zweier beliebiger 
Verschiebungen von der Lange i, so ist 

(S4) 

die in die Richtung von t] fallende Komponente derjenigen Druckkraft, 
die gegen ein Flâchenelement mit der inneren Normale ^ stattfindet 
Die Bilinearform (54) bat also eine vom Koordinatensystem unabhângîge 
Bedeutung, und & sind die Komponenten eines Tensorfeldes »Sparunmg«, 
Wir operieren hier auch weiter mit rechtwinkligen Koordinatensystemen> 
so daB wir zwischen kovariant und kontravariant nicht zu unterscheiden 
brauchen. 

Wir bilden den Vektor mit den Komponenten *Si/, 

Die in die Richtung der inneren Normale n eines Flâchenelements fallende 
Komponente von @i ist dann gleich der -Komponente von Die 
:x;j-Komponente der Gesamt-Druckkraft, die auf der Oberflache Q 
heraiisgeschnittenen Materiestücks / liegt, ist daher gleich dem Obet^ 
flâchenintegral der normalen Komponente von ©j, und das ist nach dem 
GauBschen Satz gleich dem Volumintegral 

— /div©; • dV\ 
y 

das gleiche gilt ftir die ^3- und ^^3 -Komponente. Wir haben also dm 
Vektor mit den Komponenten 



zu bilden (das ist, wie wir wissen, ein invariantes Bildungsgesetz) ; da© 
Volumkraft von der Richtung und Stârke p pro Volumeinheit sind dii 
Dmckkrâfte © in dem Sinne âquivalent, daB für jedes herausgegrifftii 
Stück Materie J 

(55) =/p dV 

£2 y 

ist. Ist ï die eingeprâgte Kraft pro Volumeinheit, so lautet die 
Gleichgewichtsbedingung für das erstarrt gedachte Materiestück 

J 

und da dies für jeden Teil J zutreffen muB: 

(56) b + î = 

Wàhlen wir einen beliebigen Anfangspunkt O und bedeutet t te 
Radiusvektor OP nach dem Argumentpunkt P^ die eckige Klammer te 
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>vektorielle« Produkt, so lautet die zweite Gleichgewichtsbedingung, die 
Momentengleichung : 

/[r, ©«] do +y[r, i]dF=o, 

a y 

und da allgemein (56) gilt, muB also atiBer (55) auch noch 

/[r, (B„]do==J [r, ^ dV 

P. y 

sein. Die i^c^-Komponente von [r, ©J ist gleich der in der Richtung n 
genommenen Komponente von ©3 — @2 ; daher ist nach dem Gaufî- 

schen Satz die -Komponente der linken Seite 

= — J [ x ^ ©3 — ^5^:3 ©2) dV ^ 

* y 

und es kommt die Gleichung 

div 6'3 — ©1) = — (x^ÿ^ — aPjA) • 

Die linke Seite ist aber 


= {x^ div ©3 — x^ div ©2) + (©3 • grad x^ — ©2 • grad 
= — (x^jff^ x^p^) -H ( 5^3 — ^3 J . 

Demnach ergibt diese Gleichgewichtsbedingung, wenn wir auBer der x^- 
noch die x^-^ und ^3-Komponente bilden: 

*5*23 = *5*33 J S^j. = *S*J3 , 6 * 3 J J 

d. h, die Symmetrie des Spannungste^isors S. Derselbe zst demnach ein 
Linientensor 2. Stufe. Für eine beliebige Verschiebung mit den Kompo- 
nenten ist 

'^gikV-V‘ 

die in die Richtung von § fallende Komponente der Druckkraft pro 
Flâcheneinheit, welche gegen ein senkrecht zu dieser Richtung gestelltes 
Flâchenelement wirkt. (Hier darf nun wieder ein beliebiges affines Koor- 
dinaten System benutzt werden.) Die Spannungen sind einer Volumkraft 
voîlstàndig àquivalent^ deren Dichte p sich nach den invarianten Formeln 

(57) 

herechnet — Im Falle eines allseitig gleichen Drucks p ist 


Sik — p * gîk f Pi — 


0 / 

hxt 


Durch das Vorige hat nur der Begriff der Spannung seine exakte 
Formulierung und mathematische Darstellung gefunden. Zur Aufstellung 
der Grundgesetze der Elastizitàtstheorie ist es weiterhin erforderlich , die 
Abhângigkeit der Spannung von der durch die eingeprâgten Krâfte be- 
wirkten Verzerrung der Materie zu ermitteln. Wir haben keinen AnlaB, 
hier darauf nàher einzugehen. 
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§ g. Das stationâre elektromagnetische Feld. 

Wo bisher von mechanischen oder pbysikalischen Dingen die Rede 
war, geschah es zunâchst zu dem Zweck, zu zeigen, worin sich deren 
râumliche Natur kundgibt: nâmlich darin, daB sich ihre Gesetze als in- 
variante Tensorrelationen ausdrücken. Wir hatten dadurch aber zugleich 
Gelegenheit, die Bedeutung der Tensorrechnung an konkreten Beispieleû 
klar zu machen und spâtere Auseinandersetzungen vorzubereiten, die sich 
gründlicher mit physikalischen Theorien — um ihrer selbst willen ,und 
wegen ihrer Bedeutung für das Zeitproblem — befassen werden. *In 
dieser Hinsicht wird nun namentlich die Théorie des elektromagnetischm 
FeîdeSj das vollkommenste Stück Physik, das wir heute kennen, von grôBter 
Wichtigkeit werden. Hier betrachten wir sie nur insofetn, als die Zeit 
noch nicht in Frage kommt, d. h. wir beschrânken uns auf zeitlich un- 
verânderliche stationâre Verhâltnisse. 

Das Coulombsche Gesetz der Elektrostatik lâBt sich folgendermaBen 
aussprechen: Sind im Raum irgendwelche Ladungen mit der Dichte p 
verteilt, so tiben sie auf eine Punktladung e die Kraft 

(58) ® ^ ® 

aus, worin 

Hier bedeutet r den Vektor O Fy der vom »Aufpunkt« ( 9 , in welchem ® 
bestiramt werden soll, zum Argument- oder >Quell<-Punkt P führt, nach 
dem integriert wird; r seine Lange; dV das Volumelement. Die Kraft 
setzt sich also aus zwei Faktoren zusammen, der Ladung e des kleinen 
Probekôrpers, die nur von dessen Zustand abhàngt, und der >Feldstârke« 

welche im Gegenteil allein durch die gegebene Ladungsverteilung im 
Raum bestimmt ist. Wir machen uns die Vorstellung, daB auch daim, 
wenn wir an keinem Probekdrper die Kraft ® beobachten^ durch die im 
Raume verteilten Ladungen ein >elektrisches Feld« hervorgerufen wbd, 

. das durch den Vektor (£ beschrieben ist; an einer hereingebracbten 
Punktladung e gibt es sich durch die Kraft (58) kund. ® kônnen vrîr 
aus einem Potential ^ çp ableiten nach der Formel 

(60) ® = grad cp y — ^ 7 t(p = J~ dV, 

Daraus folgt, i) daB (£ wirbelfrei ist, und 2) daB der FluB von ® durch 
irgend eine geschlossene Oberflâche gleich den von dieser OberfliEche 
umschlossenen Ladungen ist, oder daB die Elektrîzitât Quelle des dcfc* 
trischen Feldes ist; in Formeln 

(61) ' * rot © = O , div © — ç . 


*) üm spâterer Zwecke willen (§ 25) mufi ich hier die übliche Bczeichtliuig ^ dû 
Potentials in — (p abandem. 
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Aus diesen einfachen Differentialgesetzen geht rückwârts wieder das 
Coulombsche Gesetz hervor unter Hinzunahme der Bedingung, daB das 
Teld © im Unendlichen verschwindet Machen wir nâmlich zufolge der 
ersten dieser Gleichungen (6i) den Ansatz ® = gradç), so ergibt sich 
aus der zweiten zur Bestimmung von cp die Poissonsche Gleichung 
^cp = Çj der en Lôsung dur ch (6o) geliefert wird. 

Das Coulombsche Gesetz ist ein Femwirkungsgesetz : in ihm eischeint 
die Feldstârke an einer Stelle abhangig von den Ladungen an allen 
andem Stellen, den nàchsten und fernsten, im Raum. Im Gegensatz 
dazu drücken die viel einfacheren Formeln (6 ï) Nahewirkungsgesetze aus: 
da zur Bestimmung des Difîerentialquotienten einer Funktion an einer 
Stelle die Kenntnis ihres Wertverlaufs in einer.beliebig kleinen Umgebung 
dieser Stelle gentigt, sind durch (6i) die Werte von q und © an einer 
Stelle und deren unmittelbarer Umgebung miteinander in Zusammenhang 
gebracht. Diese Nahewirkungsgesetze fassen wir als den wahren Ausdruck 
des in der Natur bestehenden Wirkungszusammenhanges auf, (59) aber 
nur als eine daraus sich ergebende mathematische Konsequenz ; auf Grund 
der Gesetze (61), die eine so einfache anschauliche Bedeutung haben, 
glauben wir zu versiehen, woher das Coulombsche Gesetz koramt. GewiB 
folgen wir hier vor allem einem erkenntnistheoretischen Zwang; schon 
Leibniz hat die Forderung der Kontinuitât, der Nahewirkung als ein 
allgemeines Prinzip formuliert und sich aus diesem Grunde mit dem 
Newtonschen Femwirkungsgesetz der Gravitation, das ja dem Coulomb- 
schen vôllig entspricht, nicht befreunden kônnen. Daneben kommt aber 
die mathematische Durch sich tigkeit und der einfache anschauliche Sinn 
der Gesetze (61) in Betracht; immer wieder machen wir în der Physik 
die Erfahrung, dafi, wenn wir erst einmal dazu gelangt sind, die Gesetz- 
mâBigkeit eines bestimmten Erscheinungsgebietes vôllig zu durchdringen, 
sie sich in Formeln von vollendeter mathematischer Harmonie ausspricht. 
SchlieBlich legt, was das Physikalische betrifft, die Maxwellsche Théorie 
in ihrer Weiterentwicklung bestândig Zeugnis davon ab, von wie unge- 
heurer Fruchtbarkeit der Schritt von der alten Fernwirkungsvorstellung 
zu der modernen der Nahewirkung war. 

Das Feld übt auf die Ladungen, welche es erzeugen, eine Kraft aus, 
deren Dichte pro Volumeinheit durch die Formel 

(62) 

gegeben ist: so werden wir die Gleichung (58) in strenger Weise zu 
deuten haben. Bringen wir einen geladenen Probekôrper in das Feld 
hinein, so gehôrt auch seine Ladung mit zu den felderzeugenden La- 
dungen, und die Formel (58) wird nur dann zur richtigen Bestimmung 
des vor dem Hineinbringen des Probekôrpers herrschenden' Feldes © 
dienen kônnen, wenn die Probe] adung e so schwach ist, daB sie das Feld 
nur unmerklich verândert. Es ist das eine Schwierigkeit, die sich durch 
die ganze experimentelle Physik hindurchzieht : daB wir durch das Herein- 
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bringen des MeBinstxuments die ursprünglichen Verhâltnisse, welche ge- 
messen werden sollen, stôren; daher stammen zum guten Teü die Fehler- 
quellen, auf deren Elimination der Experimentator so viel Scharfsinn 
verwenden muB. 

Das Grundgesetz der Mechanik : Masse X Btschkunigung = 
lehrt, was für eine Bewegung der Massen nnter dem EinfluB gegebener 
Krâfte (beî gegebenen AnfangsgeschwindigkeitenJ eintritt. Was aber Kraft 
ist, lehrt die Mechanik nicht; das erfahren wir in der Physik. Das Grund- 
gesetz der Mechanik ist ein ojfenes Schéma^ das einen konkreten Inhalt 
erst gewimit^ wenn der in ihm auftretende Kraftbegriff dur ch die Physik 
ausgefüllt wird. Die tinglücklichen Versuche, die Mechanik als eine ab- 
geschlossene Disziplin für sich zu entwickeln, haben sich daher auch 
niemals ahders zu helfen gewuBt als dadurch, daô sie das Grundgesetz 
zu einer Worterklàrung machten: Kraft bedeutet X Beschleunigung. 

Hier in der Elektrostatik erkennen wir aber für ein besonderes physika- 
lisches Erscheinungsgebiet, was Kraft ist und wie sie sich gesetzmâôig 
durch (62) aus den Zustandsgrbpen Ladung und Feld bestimmt, Sehen 
wir die Ladungen als gegeben an, so liefern die Feldgleichungen (61) 
den Zusammenhang, durch welchen die Ladungen das von ihnen erzeugte 
Feld determinieren, Was aber die Ladungen betrifft, so weiB man, daB 
sie an die Materie gebunden sind. Die moderne Elektronentheorie zeigte, 
daB das in einem ganz strengen Sinne verstanden werden kann: die 
Materie besteht aus Elementarquanten, den Elektronen, die eine vôUig 
bestimmte unverânderliche Masse und dazu eine vôllig bestimmte unver- 
ânderliche Ladung besitzen, Wo immer wir das Auftreten neuer Ladungen 
beobachten, beruht dies lediglich darauf, daB positive und négative Ele* 
mentarladungen, die vorher so nahe beieinander waren, daB sie sich in 
ihrer Femwirkung vollstândig kompensierten, auseinandertreten ; es »ent- 
steht« daher bei solchen Prozessen auch immer gleichviel positive und 
négative Elektrizitat. Damit schlieBen sich die Gesetze zu einem Zykelî 
die Verteilung der mit ein für allemal festen Ladungen versehenen Ele- 
mentarquanten der Materie und (wie man bei nicht-stationüren Verhâlî^ 
nissen hinzufügen muB) ihre Geschwindigkeiten bestimmen das Feld ; das 
Feld übt auf die geladene Materie eine durch (62) gegebene pondero- 
motorische Kraft aus; die Kraft bestimmt nacli dem FundamentalgeseU 
der Mechanik die Beschleunigung und damit die Verteilung und Ge* 
schwindigkeit der Materie im nâchsten Moment. Erst dieser ganze 
retische Zusammenhang ist einer experime 7 iiellen Nachprûfung fbdiîg : 
wenn wir annehmen, daB die Bewegung der Materie das ist, was wir! 
direkt beobachten kônnen (was übrigens auch nur bedingt zugeg^benj 
werden kann) ; nicht aber ein einzelnes, aus diesem theoretischen GefBgê: 
herausgerissenes Gesetz! Der Zusammenhang zwischen der unmittelbatett 
Erfahrung und dem, was die Vernunft begrifflich als das hinter W 
steckende Objektive in einer Théorie zu erfassen sucht, ist nicht so mi 
fach, daB jede einzelne Aussage der Théorie für sich einen unmitteifeiï 
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in der Anschauung zu verifizierenden Sinn besâBe. Wir werden im 
folgenden iinmer deutlicher sehen, daB Geometrie, Mechanik und Physik 
in dieser Weise eine unlôsbare theoretische Einheit bilden, etwas, das 
man immer ah Ganzes vor Augen haben muB, wenn man danach fragt, 
ob jene Wissenschaften die in allem subjektiven BewuBtseins-Erleben sich 
bekundende, dem BewuBtsein transzendente Wirklichkeit verntinftig deuten: 
die Wahrheit bildet ein System, — Im übrigen ist das hier in seinen 
ersten Zügen geschilderte physikalische Weltbild charakterisiert diirch 
den Dnalismus von Materie und Feld,, die sich in gegenseitiger Wechsel- 
wirkung befinden; erst durch die Eelativitàtstheorie ist dieser Dualismus, 
und zwar zugunsten einer reinen Feldphysik, überwunden worden 
(vgl. § 24). 

Die ponderomotorische Kraft im elektrischen Feld ist schon von 
Faraday auf Spannungen zurückgeführt worden. Benutzen wir ein recht- 
winkliges Koordinatensystem , x^,, x^,, in welchem Æ'j , die 

Komponenten der elektrischen Feldstârke sind^ so ist die :]C/~Komponente 
der Kraftdichte 



Durch eine einfache, die Wirbellosigkeit von 6 berücksichtigende Um- 
rechnung findet man daraus, daB die Komponenten pi der Kraftdichte 
sich nach den Formeln (57) aus einem Spannungstensor ableiten, dessen 
Komponenten Siu in dem folgenden quadratischen Schéma zusammen- 
gestellt sind: 


(63) 


-E^E^, -E^E, 

-E^E,, 1 {EI +. E\ -El), - E, ^3 

-E,E^, -E,E,, \{E\ + E!l-El) 


Wir sehen, daB die Symmetriebedingung Sm — Sijg erfüllt ist. Vor allem 
ist aber von Wichtigkeit, daB die Komponenten des Spannungstensors 
an einer Stelle nur von der elektrischen Feldstârke an dieser Stelle ab- 
hângen. (Sie hângen zudem nur von dem Feld, nicht auch von der 
Zadîmg Bb.) Immer wenn eine Kraft/ sich nach (57) auf Spannungen S, 
die einen Linientensor 2. Stufe bilden, zurückführen lâBt, welcher nur 
von den Werten der den physikalischen Zustand beschreibenden Zustands- 
grôBen an der betreifenden Stelle abhângt, werden wir diese Spannungen 
als das Primâre, die Kraftwirkungen als ihre Folge zu betrachten haben. 
Mathematisch erhellt die Berechtigung dieser Auffassungsweise daraus, 
daB die Kraft p sich aus der Spannung durch Différentiation ergibt ; die 
Spannungen liegen also gegentiber den Krâften sozusagen um eine Diife- 
rentiationsstufe weiter zurück und hângen trotzdem nicht, wie es für ein 
beliebiges Intégral der Fall wâre, von dem ganzen Verlauf der Zustands- 
grôBen, sondern nur von ihrem Wert an der betr. Stelle ab. 
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Der Tensor (63) ist natürlich unabhângig von der Wahl des Koordi- 
natensystems. Führen wir das Quadrat des Betrages der Feldstârke ein 

I Æ P == EiE^, 

so ist in der Tat 

Sa = \gik\E\^-EiEk^ 

das sind die kovarianten Spannungskomponenten nicht nur in einem 
Cartesischen, sondern in einem beliebigen affinen Koordinatensystem, 
wenn die Eî die kovarianten Komponenten der Feldstârke sind. Die 
anschauliche Bedeutung der Spannungen ist überaus einfach. Benutzen 
wir an einer Stelle rechtwinklige Koordinaten, deren :JCj-Achse in die 
Richtung von @ weist: 

= - O , ^3 = 0, 

so finden wir: sie bestehen ans einem Zug von der Stârke in 

Richtung der Kraftlinien und einem Druck von der gleichen Stârke 
senkrecht zn ihnen. 

Die elektrostatüchen Grundgesefze konnen wir in invarianter TensorgesieUl ' 
jetzt so zusammenfassen: 


(64) 


(I) 

ï)£i 

b E^ J 

— — — 0 , ùzw. Et = 

i)X/i 

hxi ’ 




(H) 



(ni) 


Sik=kgîk\E\‘-EiEk. 


ôf/) 


Einem System einzelner Punktladungen e, 


potentielle Energie 


■3^ 


^7: 




kommt die 


zu; Tîh bedeutet die Entfernung der beiden Ladungen ti und tk- Di^ 
besagt, daÔ die virtuelle Arbeit, welche die an den cinzelnen Pvtnktea 
angreifenden (von den Ladungen der tibrigen Punkte herrtihrenden} 
bei einer infinitesimalen Verrückung der Punkte leisten, ein totales Dtffe- 
rential, nâmlich — àU ist. Für kontinuierlich verteilte Ladungen gdhi 
diese Formel über in: 


ü 




Qin 


8Tcrpp< 


dVdV'] 


beide Volumintegrationen nach E und F' erstrecken sich tiber den 
Raum, rpp\ ist die Entfernung dieser beiden Punkte. Unter Benttteta 
des Potentials (p konnen wir dafür schreiben 

U — —i/QcpdV. 

Der Integrand ist 9? • div Zufolge der Gleichung 

div ((jp©) = 5p • div © + ® ‘ grad (p I 
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und des GauBschen Satzes, nach dem das über den gesaraten Raum 
erstreckte Intégral von div [cp ©) gleich o wird, ist 

—fQ(pdV = f{(S: • grad (p) dV = f\E\^dV\ 

(6s) U = f\\EYdV. 

Diese Darstellung der Energie setzt unmittelbar in Evidenz, daB die 
Energie einen positiven Betrag besitzt. Führen wir die Krâfte auf 
Spannungen zurück, so müssen wir uns vorstellen, daB diese Spannungen 
(wie die Spannungen des eiastischen Kôrpers) überall mit positiver poten- 
tieller Spannungsenergie verbunden sind; der Sitz der Energie wird also 
im Felde zu suchen sein. Darüber gibt die Formel (65) vôllig befrie- 
digende Rechenschaft; sie lehrt, daB die mit der Spannung verbundene 
Energie pro Volumeinheit betrâgt, also genau gleich dem Zug 

und Druck ist, welche in Richtung und senkrecht zu den Kraftlinien 
stattfinden. Wieder ist es natürlich entscheidend für die Zulâssigkeit 
dieser Auffassungsweise, dafi die erhaltene Energiedichte nur von dem 
Werte der das Feld charakterisierenden ZustandsgrôBe @ an der hetr. 
Stelle abhângt Es kommt jetzt nicht nur dem Gesamtfeld, sondern 
auch jedem Stück des Feldes ein bestimmter potentieller Energieinhalt 
fWEYdV zu. In der Statik spielt nur die Gesamtenergie eine Rolle; 
erst wenn wir hernach zur Betrachtung verânderlicher Felder tibergehen, 
werden sich unzweifelhafte Bestâtigungen der Richtigkeit dieser Auffassung 
einstellen. 

Auf Leitern sammeln sich im statischen Feld die Ladungen auf der 
Oberflàche, und im Innern der Konduktoren herrscht kein elektrisches 
Feld. Dann reichen die Gleichungen (61) aus, um das elektrische Feld 
im leeren Raum, im »Àther«, zu bestimmen. Befinden sich aber Nicht- 
Leiter, Diëlektrika, im Felde, so ist die Erscheinimg der diëlekirischen 
Polarisation zu berücksichtigen. — Zwei an den Stellen und P^ be- 
findliche Ladungen + uiid — ein #Quellpaar«, wie wir kurz sagen 
wollen, erzeugen ein Feld, das aus dem Potential 



entspringt, in welchem r^ und r^ die Entfernungen der Punkte P^^ P^ 

vom Aufpunkt O bedeuten. Das Produkt aus e und dem Vektor P^P^ 
heiBe das Moment m des Quellpaares. Lassen wir die beiden Ladungen 
an einer Stelle P in bestimmter Richtung zusammenrücken, indem wir 
dabei die Ladung gleichzeitig so waehsen lassen, daB das Moment m 
konstant bleibt, so entsteht im Limes die »Doppelquelle« vom Moment nt, 
deren Potential durch 


m 

47t 



gegeben ist. In einem Diëlektrikum hat nun ein elektrisches Feld zur 
Folge, daB in den einzelnen Volumelementen desselben derartige Doppel- 
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quellen entstehen; diesen Vorgang bezeichnet man als Polarisation. Ist nt 
das elektrische Moment der Doppelquellen pro Volumeinheit, so gilt dann 
für das Potential statt (6o) die Formel 

(66) — ‘ grad/»-™ * dK 

Vom Standpunkt der Elektronentheorie kdnnen wir diesen Vorgang ohne 
weiteres verstehen. Stellen wir uns etwa vor, daJB ein Atom aus einem 
ruhenden, positiv geladenen »Kern« besteht, um den ein Elektron von 
der entgegengesetzten Ladung in einer Kreisbahn rotiert. Im Zeitmittël 
für einen vollen Umlauf des Elektrons wird dann die mittlere Lage des 
Elektrons mit der des Kerns zusammenfallen und das Atom nach auSen 
als vbllig neutral erscheinen. Wenn aber ein elektrisches Feld wirkt, so 
übt dieses auf das négative Elektron eine Kraft aus, die zur Folge haben 
wird, daB seine Bahn zum Atomkern exzentrisch liegt, etwa eine Ellipse 
wird, in deren einem Brennpunkt der Kern sich befindet. Im Mittel füx 
solche Zeiten, die groB sind gegenüber der Umlaufszeit des Elektrons, 
wird das Atom dann wirken wie ein ruhendes Quellpaar; oder wenn. wir 
die Materie als kontinuierlich behandeln, werden wir in ihr kontinuierlich 
verbreitete Doppelquellen annehmen müssen. Sclion vor einer genaueren 
atomistischen Durchführung dieses Gedankens werden wir sagen kônnen, 
daB wenigstens in erster Annâherung dabei das Moment pro Volum- 
einheit m der erregenden elektrischen Feldstàrke @ proportional sein wird: 

= wo % eine Materialkonstante bedeutet, die von der chômischen 
Bes.cbaffenheit der Substanz, nâmlich dem Bau ihrer Atome und Moleküle, 
abhüngt. Da 

/m\ , I , divm 

div(— j = m-grad~H — 

ist, kônnen wir die Gleichung (66) ersetzen durch 

Yq — divm 

— 47tcp = J dF, 

Für die Feldstàrke ® = grad cp ergibt sich daraus 
divÊ == Q — divm. 

Führen wir also die > elektrische Verschiebung« 

® ® îti 

ein, so lauten die Grundgleichungen jetzt 

(67) rot®==o, div® = ç. 

Sie entsprechen den Gleichungen (61); in der einen von ihnen tritt aber 
jetzt die Feldstàrke (£, in der andern die elektrische Verschiebung ® auf; 
die Ladungen sind die Quelle der elektrischen Verschiebung. Bei der 
obigen Annahme m = x® erhâlt man, wenn man die Materialkonstante 
= die sog. Diëlektrizitâtskonstante einführt, das Materialgesetz 

( 68 ) 2 ) = 5 ®. 
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Dur ch die Beobachtung bestâtigen sich diese Gesetze aufs beste, Der 
von Faraday experimentell nachgewiesene Einflufi des Zwischenmediums, 
der sich in diesen Gesetzen kundgibt, ist, wie man weifî, für die Aus- 
bildung der Nahewirkungstheorie von grofier Bedeutung gewesen, — Auf 
eine entsprechende Erweiterung der Formeln für Spannung, Energie und 
Kraft kônnen wir hier verzichten. 

Es versteht sich aus dieser Herleitungj dafî (67), (68) keine streng 
gültigen Gesetze sind, sondern sich auf Mittelwerte beziehen, zu bilden 
für Râume, die viele Atome enthalten, und für Zeiten, die grofî sind 
gegenüber den Umlaufszeiten der Elektronen im Atom. Ah die exakten 
Naturgesetze sehen wir nach wie vor (61) an, Unser Absehen hier und 
im folgenden ist durchaus auf die exakten Naturgesetze gerichtet. Es 
bilden aber, wenn man von den Erscheinungen ausgeht, solche >phâno- 
menûlogischen< Gesetze wie (67), (68) den notwendigen Durchgangspunkt 
von dem, was die Beobachtungen direkt ergeben, zu der exakten Théorie. 
Im allgemeinen kônnen wir erst von ihnen aus uns eine derartige 
Théorie erarbeiten. Diese wird sich dann als gültig erweisen, wenn es 
gelingt, unter Zuhilfenahme bestimmter Vorstellungen über die atomi- 
stische Konstitution der Materie von ihr aus durch Mittelwertbildung 
wieder zu den phânomenologischen Gesetzen zu gelangen. Es müssen 
sich dabei, wenn der Atombau bekannt ist, zugleich die Werte der in 
diesen Gesetzen auftretenden Materialkonstanten ergeben (in den exakten 
Naturgesetzen kommen keine solchen Konstanten vor). Da die Gültigkeit 
der Materialgesetze wie (68), die den Einflufi der Materie nur in Bausch 
und Bogen berücksichtigen, bei Vorgàngen, für welche die feinere Struktur 
der Materie nicht gleichgültig ist, si cher versagt, müssen sich aus einer 
solchen atomistischen Théorie ferner die Grenzen der Gültigkeit der 
phânomenologischen Théorie ergeben und diejenigen Gesetze, welche 
jenseits dieser Grenzen an ihre Stelle treten. Die Elektronentheorie hat 
in aile dem grofie Erfolge aufzuweisen, wenn sie auch wegen der Schwierig- 
keit, über den feineren Aufbau des Atoms und die Vorgânge im Innern 
desselben Aufschlufî zu erhalten, noch lange nicht zum Abschlufi ge- 
kommen ist, — 

Der Magnethmus scheint nach den erstén Erfahrungen an permanenten 
Magneten nur eine Wiederholung der Elektrizitât: auch hier das Cou- 
lombsche Gesetz! Sogleich aber macht sich ein charakteristischer Unter- 
schied geltend: man kann positiven und negativen Magnetismus nicht 
voneinander trennen; es gibt keine Quellen, sondern nur Doppelquellen 
des Magnetfeldes ; der Magnet besteht aus unendlichkleinen Elementar- 
magneten, deren jeder schon positiven und negativen Magnetismus in sich 
trâgt. De facto ist aber die Magnetismusmenge in jedem Materiesttick 
= O, und das heifit denn doch: es gibt in Wahrheit gar keinen Magne- 
tismus. Die Aufklârung brachte die Entdeckung der raagnetischen Wirkung 
des elektrischen Stromes durch Ôrsted. Die im Biot-Savartschen Gesetz 
niedergelegte genaue quantitative Eormulierung dieser Wirkung führt 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 5 
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ebenso wie das Coulombsche auf zwei einfache Nahewirkungsgesetzei be- 
deutet ê die Dichte des elektrischen Stroms, ^ die magnetische Feld- 
stârke, so gilt 

(69) rot^ = l, div^==o. 

Die zweite Gleichung sagt die Nicht-Existenz von Quellen des Magnet- 
feldes aus. Die Gleichungen (69) sind ein genaues Seitenstück zu (6i) 
unter Vertauschung von div und rot. Diese beiden Operationen der 
Vektoranalysis entsprechen sich in derselben Weise, wie in der yektor-* 
algebra skalare und vektorielle Multiplikation (div ist skalare, rot vektorielle 
Multiplikation mit dem symbolischen Vektor > Différentiation*). Die im 
ünendlichen verschwindende Lôsung der Gleichungen (69) bei gegebener 
Stromverteilung lautet daher auch ganz entsprechend zu (59]: 

h") ® 

das ist eben das Biot-Savartsche Gesetz. Man kann diese Ldsung aus 
einem »VektorpotentiaU — f ableiten nach den Formeln 

^ = — rotf , — 4yrf = 

SchlieÔlich lautet die Formel fur die Kraftdichte des Magnetfeldes gant 
analog zu (62): 

(71) P = 

Es ist kein Zweifel, dafî wir durch diese Gesetze die Wahrheit über dei 
Magnetismus erfahren. Sie sind keine Wiederholung, aber ein genauei 
Seitenstück der elektrischen; sie entsprechen ihnen wie das vektorielle 
Produkt dem skalaren. Es làfît sich aus ihnen mathematisch beweisen 
da6 ein kleiner Kreisstrom genau so wirkt wie ein kleiner, senkrech 
durch den Kreisstrom hindurchgesteckter Elementarmagnet. Wir habei 
uns infolgedessen nach Ampère vorzustellen, daB die magnetische Wirkurij 
magnetisierter Kdrper auf Molekularstrômen beruhe; nach der Elektronen 
théorie sind diese ohne weiteres gegeben durch die im Atom umlaufende 
Elektronen. 

Auch die Kraft p des Magnetfeldes kann auf Spannungen zurlici 
geführt werden, und zwar ergeben sich für die Spannungskomponeute 
genau die gleichen Werte wie im elektrostatischen Felde: man braud 
nur ® durch § zu ersetzen. Wir werden infolgedessen für die Dichï 
der im Felde enthaltenen potentiellen Energie hier genau den entsprecher 
den Ansatz machen; seine voile Rechtfertigung findet er erst in d( 
Théorie der zeitlich verànderiichen Felder. 

Aus (69) folgt, dafî der Strom quellenfrei verteilt ist: div ê = o, Dl 
Strômungsfeld kann daher in lauter in sich zurücklaufende Stromrdbrc 
zerlegt werden; durch aile Querschnitte einer einzelnen Stromrôhre flteJ 
derselbe Gesamtstrom, Aus den Gesetzen des stationâren Feldes goht 




keiner Weise hervor und es kornmt für sie in keiner Weise in Betracht, 
dafi dieser Strom elektrischer Strom im wôrtlichen Sinne ist, d. h. ans 
bewegter Elektrizitat besteht; dies ist aber zweifellos der Fall. Im Lichte 
dieser latsache besagt das Gesetz div § = o, da 6 Elektrizitat weder 
entsteht noch vergeht. Nur darum, weil der FluB des Stromvektors ê 
durcb eine geschlossene Oberflâcbe Null ist, kann die Dichte der Elektrizitat 
allerorten unverândert bleiben — • es handelt sich jetzt ausschlieBlich um 
stationâre Felder! — , ohne daS Elektrizitat entsteht oder vergeht. — Das 
oben eingeführte Vektorpotential f genügt ebenfalls der Gleichung divf == o. 

B ist als elektrischer Strom ohne Zweifel ein Vektor im eigentlichen 
Sinne des Worts. Dann geht aber ans dem Biot-Savart’schen Gesetz hervor, 
daB ein Vektor, sondern ein Flàchentensor I. Stufe ist, dessen 

Komponenten in irgend einem (Cartesischen oder anch nur affinen 
Koordinatensystem) Hu, heiBen môgen. Das Vektorpotential f ist ein 
wirklicher Vektor. Sind cp, seine kovarianten Komponenten und die 
kontravarianten der Stromdichte (der Strom ist von Hause aus wie die 
Geschwindigkeit ein kontravarianter Vektor), so enthâlt die folgende Tabelle 
die endgültige (von der Dimensionszahl unabhângige) Form der Gesetze 
des Magnetfeldes eines stationâren elektrischen Stromes: 


{Ih I) 

und 


ttXl 


( 72 , II) 


■hHii hHik 

hxi 


bzw. 



bxz 


Die Spannungen hestimmen sich aus 

(7 2, ni) & = -\gik\H 

wo I H I den Betrag des Magnetfeldes hedeutet: 
Der Spannungstensor ist symmetrisch, da 


HirHl = MrHkr = rHirHks. 


Die Komponenten der Kraft dichte sind 
( 72 , 1 V) ÿi=Hiks\ 

die Energiedichte =f|Zr|“. 

Das sind die Gesetze, wie sie für das Feld im leeren Raum gelten; 
wir betrachten sie wie im elektrischen Fall als die allgemein gültigen 
exakten Naturgesetze. Für eine phânomenologische Théorie muB aber 
wieder die der diëlektrischen Polarisation analoge Erscheinung àtxMagneti- 
sierung beachtet werden; hier tritt dann wie 3) neben ® die »Magnet- 
induktion« 83 neben der Feldstârke ^ aiif, es gelten die Feldgesetze 

5* 
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îei- das Atom wegen der m diese Eleœentaï- 

'^odvon. heiei» «■> »tog= » «"g'»*»' 

Tm°» beb» aw Æ?i»?K.ei*atoe» i» BunhAn» 

”T ,md «Ha SBllooS'” ®t. 'de maanetUchc Kt»fl kat h» ledig- 

!îÏÏ:’a»aU"““ (^2- 

-f 

r^TkL— uck» >!.««» 

7ii deïi bisucng^B . , . \ 

das Ohmche Gesctz 5 := a® = Leitfâhigkeit) ; 

rIPm Potentialgefâlle folgt und ikm bçi 

at ans daS der Strom dem atomistiscben Theotii 

es sagt L guijstanz proportional s • , ^ der Mechanik, nad 
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^ Wird der Strom durch em ^elenden chemiscben Proz^ »wi 8 t 

; .0 wird durch den sich abspreie Poteutialdifferenr 

TTSJ und Ende der Vraft* Da die Vorgangft, difl 

Aufang »elektromotoriscbe K. atomîstü 

Strorierzeuger Tst^s phanomeuologisch m 

Théorie verstauden im gescblossenen Lertungto 

Ssten, ihrx durch hirrüber das Poteuhal emen S 
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Dieser kurze ^^de genügen. Auf EinzeUrefteu uod ks 

Feldes wird lus hier uatürlich uicht emlassen. 

Atiwendungen kônnen i 
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Kapitel IL 

Riemannsche Geometrie, 

§ lo. Bericht über Nicht-Euklidische Geometrie*). 

Der Zweifel an der Euklidischen Geometrie scheint so ait zu sein 
wie diese selbst und ist keineswegs ersL wie das von tinsern Philosophen 
meist angenommen wird, eine Ausgeburt moderner maihematischer 
Hyperkritik. Dieser Zweifel hat sich von jeher an das V. Postulat des 
Euhlid geknüpft. Es besagt im wesentlichen, daB in einer Ebene, in 
der eine Gerade g und ein nicht auf ihr gelegener Punkt P gegeben 
sind, nur • eine einzige Gerade existiert, welche durch P hindurchgeht 
und g nicht schneidet; sie heiJBt die Parallèle. Wâhrend die übrigen 
Axiome des Euklid ohne weiteres als évident zugestanden wurden, haben 
sich schon die âltesten Erklàrer bemüht, diesen Satz auf Grund der übrigen 
Axiome zu beweisen. Heute, wo wir wissen, da 6 das gesteckte Ziel nicht 
erreicht werden konnte, müssen wir in diesen Betrachtungen die ersten 
Anfünge der >Nicht“Euklidischen« Geometrie erblicken, d. h. des Aufbaus 
eines geometrischen Systems, das zu seinen logischen Grundlagen die 
sümtlichen Axiome des Euklid mit Ausnahme des Parallelenpostulats an- 
nimmt Wir besitzen von Proklus ( 5 . Jahrh. n. Chr.) einen Bericht über 
derartige Versuche. Proklus warnt darin ausdrücklich vor dem MiBbrauch, 
der mit Berufungen auf Evidenz getrieben werden kann, (man darf nicht 
müde werden, diese Warnung zu wiederholen; man darf aber auch nicht 
müde werden, zu betonen, daB trotz ihres vielfachen MiBbrauchs die Evi- 
denz letzter Ankergrund aller Erkenntnis ist, auch der empirischen) und 
besteht auf der Môglichkeit, daB es >asymptotische Gerade < geb en kônne. 

Dazu mag man sich folgetides Bild machen. In einer Ebene sei eine 
feste Gerade g^ ein nicht auf ihr gelegener Punkt P gegeben und eine 
durch P hindurchgehende, um P dreh- 
bare Gerade s. In ihrer Ansgangslage 

môge sie etwa senkrecht auf g sein. — — 

Drehen wir jetzt so gleitet der Schnitt- s'î — — 

punkt von s und g auf g entlang, z. B. M 

nach rechts hinüber, und es tritt ein ^ \ 

bestimmter Moment ein, wo dieser Fig. 2 . 

Schnittpunkt gerade ins Unendliche ent- 

schwunden ist: dann hat s die Lage einer >asymptotischen« Geraden. 
Drehen wir weiter, so nimmt Euklid an, daJ3 im selben Moment schon 
ein Schnittpunkt von links her auftritt. Proklus dagegen weist auf die 
Môglichkeit hin, daB man vielleicht erst durch einen ge wissen Winkel 
weiter drehen muB, ehe ein Schnittpunkt auf der linken Seite zustande 
kommt. Dann hâtten wir zwei »asymptotische« Gerade, eine nach 
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rechts / und eine nach links Liegt die Gerade ^ durch P in dem 
Winkelraum zwischen und (bei der eben gescbilderten Drehung}, 

so schneidet sie g\ liegt sie zwischen / und s"^ so schneidet sie nicht 
— Eine nicht-schneidende muB mindestens existieren; das folgt aus den 
übrigen Axiomen Euklids. Ich erînnere an eine aus dem ersten Elementa3>- 

unterricht in der Geometrie vertraute ebene 
Figur, bestehend aus der Geraden h und zwei 
Geraden g und die h m A und A’ unter 
gleichen Winkeln schneiden. g und / werden 
beide durch ihren Schnitt mit h in eine rechte 
und eine linke Hàlfte zerlegt. Hàtten nun g 
und ^ etwa einen auf der recliten Seite von h 
gelegenen Schnittpunkt S gemein, so würde 
sich, da (s. Fig. 3) BAÂB^ kongruent zii C'A' AC ist, auch auf d^ 
linken Seite ein solcher Schnittpunkt S* ergeben; dies ist aber un- 
môglich, da durch zwei Punkte S und *S* nur eine einzige Gerade hin- 
durchgeht. 

Die VersuchCj das Euklidische Postulat zu erweisen, setzen sich unter 
den Arabern utid unter den abendlândischen Mathematikern des Mittel- 
alters fort. Wir nennen nur, sofort in die neuere Zeit hinüberspringeud, 
die Namen der letzten bedeutendsten Vorlâufer der Nicht-Eüklidischsa 
Geometrie: den Jesuitenpater Saccheri (Beginn des 18. Jahrh.), die Mathfê- 
matiker Lambert und Legendre. Saccheri weiiâ, daB die Frage det 
Gültigkeit des Parallelenpostulats der andern âquivalent ist, ob die Wiakel- 
summe im Dreieck gleich oder kleiner als 180^ ist. Ist sie in 
Dreieck = 180°, so ist sie es in jedem, und es gilt die EuklidiJi^e 
Geometrie; ist sie in einem Dreieck 180®, so ist sie in jedem Drmedk 
<C 180®. DaB sie ]> 180® ausfâllt, ist aus dem gleichen Grunde um* 
geschlossen, aus dem eben gefolgert wurde, daB nicht aile Gerade dur^ 
P die feste Gerade g schneiden kdnnen. Lambert entdeckte, daB 
der Voraussetzung einer Winkelsumme < 180^ in der Geometrie 
ausgezeichnete Lange existiert; es hângt das eng mit der schon von Wal& 
gemachten Bemerkung zusammen, daB es in der Nicht-Euklidischea G0O- 
metrie (ganz so wie in der Geometrie auf einer festen Kugel) keine âîHH 
lichen Figuren verschiedener GrôBe gibt: wenn es also so etwas 
wie Gestalt unabhângig von GrdBe, so besteht die Euklidische Geom^rfc 
zu^Recht. AuBerdem leitete Lambert eine Formel für den Dreiecteiishak 
her, aus welcher hervorgeht, daB dieser Inhalt in der Nicht-EukUdî«feaa 
Geometrie nicht über aile Grenzen wachsen kann. Es scheint, dafl 
durch die Untersuchungen dieser Mânner allmâhlich in weiteren 
der Glaube an die Unbeweisbarkeit des Parallelenpostulats Bahn gebi^^^ 
hat. Die Frage hat damais viele Gemtiter bewegt; d’Alembert ^ 
zeichnete es als einen Skandal der Geometrie, daB sie no ch immer ttWî 
zur Entscheidung gebracht sei. Die Autoritât Kants, dessen pliilosoph^^^i 
System die Euklidische Geometrie als apriorische, den Gehalt der 
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Raumanschauung in adâquaten Urteilen wiedergebende Erkenntnis in An- 
spruch nimmt, konnte den Zweifel nicht auf die Dauer unterdrücken. 

Auch GauB ist ursprünglich noch darauf ans gewesen, das Parallelen- 
axiom zu beweisen; doch hat er bald die Überzeugung gewonnen, dafî 
dies unmôglich sei, und hat die Prinzipien einer Nicht-Euklidischen 
Geometrie, in welcher jenes Axiom nicht erfüllt ist, bis zu einem solchen 
Punkte entwickelt, daJB von da ab der weitere Ausbau mit der nâmlichen 
Leichtigkeit vollzogen werden kann wie der der Euklidischen Geometrie. 
Er hat aber über seine Untersuchungen nichts bekannt gegeben; er 
fürchtete, wie er spàter einmal in einem Privatbriefe schrieb, das ^Ge- 
schrei der Bôoter« ; denn es gàbe nur wenige, welche verstünden, worauf 
es bei diesen Dingen eigentiich ankâme. Unabhângig von GauB ist 
Schweikart, ein Professor der Jurisprudenz, zu vollem Einblick in die 
Verhàltnisse der Nicht-Euklidischen Geometrie gelangt , wie aus einem 
knapp gehaltenen, an Gau6 gerichteten Notizblatt hervorgeht. Er hielt 
es wie Gauü für keineswegs selbstverstandlich und ausgemacht, daB in 
unserm wirklichen Raum die Euklidische Geometrie gilt. Sein Neffe 
Taurinus, den er zur Beschâftigung mit diesen Fragen anregte, war zwar 
im Gegensatz zu ihm ein Euklid-Glâubiger ; ihm verdanken wir aber 
die Entdeckung, daB die Formeln der sphârischen Trigonométrie auf einer 
Kugel vom imaginâren Radius V — i reell sind und durch sie auf ana- 
lytischem Wege ein geometrisches System konstruiert ist, das den Axiomen 
des Euklid auBer dem V. Postulat, diesem aber nicht genügt. 

Vor der Ôffentlichkeit müssen sich in den Ruhm, Entdecker und Er- 
bauer der Nicht-Euklidischen Geometrie zu sein, teilen der Russe Nikolaj 
Jwanowitsch Lob ats chef skij (1793 — ^^56), Professor der Mathematik in 
Kasan, und der Ungar Johann B oly ai (1802 — 1860), Offizier der oster- 
reichischen Armee. Beide kamen mit ihren Ideen um 1826 ins Reine; 
die Hauptschrift beider, die der Ôffentlichkeit ihre Entdeckung mitteilte 
und eine Begründung der neuen Geometrie im Stile Euklids darbot, 
stammt aus den Jahren 1830/31. Die Darstellung bei Bolyai ist besonders 
durchsichtig dadurch, daB er die Entwicklung so weit als môglich ftihrtj 
ohne über die Gültigkeit oder Ungültigkeit des V. Postulats eine Annahme 
zu machen und erst am SchluB aus den Sâtzen dieser seiner »absoluten« 
Geometrie, je nachdem ob man sich für oder wider Euklid entscheidet, 
die Theoreme der Euklidischen und der Nicht-Euklidischen Geometrie 
herleitet. 

Wenn so auch das Gebàude errichtet war, so war es noch immer 
nicht definitiv sichergestellt, ob sich schlieBlich nicht doch einmal in der 
absoluten Geometrie das Parallel en axiom als ein Folgesatz herausstellen 
würde; der strenge Beweis der Widerspruchslosigkeit der Nicht-Euklidischen 
Geometrie stand noch aus. Er ergab sich aber aus der Weiter entwicklung 
der Nicht-Euklidischen Geometrie fast wie von selbst. Der einfachste 
Weg zu diesem Beweis wurde freilich, wie das oft geschieht, nicht zuerst 
eingeschlagen ; er ist erst von Klein um 1870 aufgefunden worden und 
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beruht auf der Konstaruktion eines EuMidischen Modells f(ir die Nicht- 
Euklidische Geometrie “). Beschrânken wir uns auf die Ebene! In einer 
Euklidischen Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten y zeichnen 
wir den Kreis U vom Radius i um den Koordinatenursprnng. Fübren 
wir bomogene Koordinaten ein, 

^ 

(so dafi also die Lage eines Punktes durch das Verhâltnis von dreiZahlen 
charakterisiert ist), so lautet die Gleichung des Kreises 

+ = 

Die auf der linken Seite stehende quadratische Form werde mit Si (*) 
bezeichnet, die zugehôrige symmetrische Bilinearform zweier Wertsysteme 
X,) x'i mit Si (**')• Eine Abbildung, die jedem Punkt a: einen Bildpunkt 
x' durch die linearen Formeln 

3 

Xi =^aik Xh ( 1 ««4 1 =i= o) 

Æ=:x 

zuordnet, heiBt bekanntlich eine Kollineation (die affinen Abbilduûgen 
sind spezielle Kollineationen). Sie fübrt jede Gerade Punkt für Punkt i 
wieder in eine Gerade über und lâBt das Doppelverhàltnis von 4 Punktim 1 
auf einer Geraden ungeândert, Wir stellen jetzt ein Lexikon auf, duïch ! 
das die Begriffe der Euklidischen Geometrie in eine firemde Sprache, die ' 
»Nicht-Euklidische<, tibersetzt werden, deren Worte wir durch Anführttngi- 
striche kennzeichnen. Das Lexikon besteht nur aus drei Vokabelm 
^PunkU heifît jeder Punkt im Innern von U. 

> Gerade^ heiBt das innerhalb ü verlaufende Stück einer Geradeu* 
Unter den Kollineationen, welche den Kreis U in sich überführen, gibt 

es zwei verschiedene Arten: solche, wdAe 
das Innere von U auf das Innere abbMeUj 
tind solche, die das Innere auf das ÂmEw 
/ / \ /\ abbilden. Die Kollineationen der er^ten Al 

/ / nennen wir >kongruente« Abbildungen m 

I /' 1 »Punkten« béstehende Figuren 

1 7^' wenn sie durch eine solche AbbEdÉfi 

fW L ineinander übergeführt werden kônnenu Fl 
/ \ / diese >Punkte« und »Geraden« und fthr di« 

Begriff der >Kongriienz« gelten die sllmüîdi' 
3^ Axiome Euklids mit Ausnahme des Partldl 

Fig. 4. postulats. In Fig, 4 ist ein ganzea 

von > Geraden « durch den >Punkt« JP j 
zeicbnet, die aile die eine » Gerade « ^ nicht schneiden. Die Widet^W 
losigkeit der Nicht-Euklidischen Geometrie ist damit erwiesen; dfâsfl 
sind Dinge und Beziehungen aufgewiesen, für welche bei 
Namengebung die sâmtlichen Sâtze jener Geometrie erfüUt sindL ~ 
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Übertragung des Kleinschen Modells auf die raumliche Geometrie ist 
offenbar ohne weiteres môglich. 

Wir wollen in diesem Modell noch die Nicht-Euklidische Entfernung 
zweier >Punkte« 

A = {x^: x ^) , A' = : xi : ^ 3 ) 

bestimmen. Die Gerade AA' schneide den Kreis 1/ in den beiden Punkten 
Bq, Die homogenen Koordinaten yi jedes dieser beiden Punkte 
haben die Form 

yî ■■ -* ^Xî [ ’ ^ Xi 

und das zugehôrige Parameterverhàltnis X : X' ergibt sich aus der Glei- 
chung Q[y) == o: 

X — Q{xx') dz %cx') — Q{x) 12 (jc') 

SŸY) 

Das Doppelverhâltnis der vier Punkte AA' B^B^ ist daher 

P ■_ + y£2^ixx')^M'Ï2{^ 

S2(xx')^ Vn^ixx') — n{x)£i{x') * 

Diese von den beiden willkürlichen > Punkten < A^ A' abhangige Grôfîe 
àndert sich nicht bei einer >kongruenten« Abbildung. Sind AA' A" irgend 
drei, in der hingeschriebenen Reihenfolge auf einer »Geraden« gelegene 
>Punkte«^ so ist 

[AA"] [AA'] •[A' A"]. 

Die Grofîe 

^lg[AA'] = Al' = r 
hat also die Funktionaleigenschaft 

AA' =AÂ^, 

Da sie auBerdem für >kongruente« Strecken AA' den gleichen Wert hat, 
ist sie als die Nicht-Euklidische Entfernung der beiden Punkte AA' an- 
zusprechen. Indem wir tinter Ig den natürlichen Logarithmus verstehen, 
erhalten wir in Einklang mit der Erkenntnis Lamberts eine absolute Fest- 
legung der MaBeinheit. Die Définition laBt sich einfacher so schreiben: 

* Q{xx') 

(i) (£of r = • (Eof = Cosinus hyperbolicus,) 

y ^[x} • (x ) 

Diese MaBbestimmuhg ist unter Zugrundelegung eines beliebigen reellen 
oder imaginâren Kegelschnitts = o vor Klein bereits von Cayley 

als »projektive MaBbestimmung« aufgestellt worden ; aber erst Klein er- 
kannte, daB sie für einen reellen Kegelschnitt zur Nicht-Euklidischen 
Geometrie führt. 

Man muB nicht wâhnen, das Kleinsche -Modell zeige, daB die Nicht- 
Euklidische Ebene endlich sei, Vielmehr kann ich, Nicht-Euklidisch ge- 
messen, auf einer »Geraden« dieselbe Strecke unendlich oft hintereinander 
abtragen; nur im Euklidischen Modell Euklidhch gemessen, werden die 
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Abstânde dieser >âquidistanten« Punkte immmer kleiner und kleiner. Für 
die Nicht-Euklidische Ebene ist der Grenzkreis U das unerreichbare 
Unendlichfeme. 

Die Cayleysche Mafibestimmung für einen imaginâren Kegelschnitt 
führt auf die gewôhnliche sphârische Geometrie, wie sie auf einer Kugel 
im Euklidischen Raum Geltung hat. Die groBten Kreise treten darii» 
an Stelle der geraden Linien, es muB aber jedes aus zwei sich diamétral 
gegenüberliegenden Punkten. bestehende Punktepaar als einzelner »PuDkt* 
betrachtet werden, damit sich zwei » Geraden* nur in einem »Punkte« 
schneiden. Wir projizieren die Kugelpunkte durch geradlinige Strahlen 
vom Zentrum auf die in einem Kugelpunkte, dem Südpol, gelegte Tan- 
gentenebene: in dieser Bildebene fallen alsdann je zwei diamétral gegen-- 
überliegende Punkte zusammen. Die Ebene müssen wir aber wie in der pro- 
jektiven Geometrie mit einer unendlich fernen Geraden ausstatten, die das 
Bild des Âquatorkreises ist. Wir nennen zwei Figuren in dieser Ebene 
jetzt »kongruent«, wenn ihre durch die Zentralprojektion auf der Kugel 
entstehenden Bilder im gewôhnlichen Euklidischen Sinne kongruent sind. 
Unter Anwendung dieses >Kongruenz«-Begriffs gilt dann in der Ebene 
eine Nicht-Euklidische Geometrie, in der aile Axiome Euklids erfüllt sind 
mit Ausnahme des V. Postulats. An dessen Stelle tritt aber hier die 
Tatsache, dafi je zwei Gerade ohne Ausnahme sich schneiden, und û 
Übereinstimmung damit ist die Winkelsumrae > i8o°. Das scheint mil 
einem oben erwahnten Euklidischen Beweis in Widerspruch zu stehen 
Die Antinomie lost sich dadurch, daB in der jetzigen, »sphârischen 
Geometrie die Gerade eine geschlossene Linie ist, wâhrend Euklid, ohn 
es allerdings in den Axiomen auszusprechen, stillschweigend voraussets 
daB sie eine oÉfene Linie ist, nâmlich durch jeden ihrer Punkte in -m 
Hâlften zerfâllt. Nur unter dieser Voraqssetzung ist der in seinem B) 
weis gezogene SchluB zwingend, daB der auf der >recbten« Seite gelcget 
hypothetische Schnittpunkt S von dem auf der »linken« Seite gelegeni 
5* verschieden ist. 

Wir benutzen im Raum ein Cartesisches Koordinatensystem i 

dessen NuUpunkt im Kugelzentrum liegt, dessen a; 3 -Achse indie Verbind«n| 
linie Nord-Südpol fSllt und welchem als MaBeinheit 4er Kugelradius i 
grunde liegt. Sind a:,, jc,, jCg die Koordinaten irgend eines Kugelpunkf 

(a:) = x\ x% -\r x\ 1 

so sind ^ , — die erste und zweite Koordinate des Büdpunktesl 
■*3 ^3 

unserer Ebene x^ — i', x^ : x^ : x^ ist also das Verhâltnis der ho! 
genen Koordinaten des Bildpunktes. Kongruente Abbildungen de» Kj 
sind lineare Transformation en, welche die quadratische Form 
variant lassenj die >kongruenten« Abbildungen der Ebene un S 
unserer >sphârischen« Geometrie sind also durch solche lineam Ti 
formationen der homogenen Koordinaten gegeben, welche die Gleid 
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jQ(:!c) = O, die einen imaginâren Kegelschnitt bedeutet, in sich überführen. 
Damit ist unsere Behauptung betreffs des Zusammenhanges der sphârischen 
Geometrie mit der Cayleyschen MaÔbestimmung bewiesen. Im Einklang 
damit lautet die Formel für die Entfernung r zweier Punkte A, A' hier 

Q(xx') 

(2) cos r = -p=rz======. 

y£2(x]S2(x') 

Zugleich haben wir die Entdeckung des Taurinus bestâtigt, daÔ die Nicht- 
Euklidische Geometrie identisch ist mit der sphârischen auf einer Kugel 
vom Radius V — i . 

Zwischen die Bolyai-Lobatschefskysche und die sphârische Geometrie 
schiebt sich als Grenzfall die Euklidische ein. Lassen wir nàmlich einen 
rêellen Kegelschnitt durch einen ausgearteten in einen imaginâren über- 
gehien, so verwandelt sich die mit der zugehôrigen Cayleyschen MaBbe- 
stimmung ausgestattete Ebene von einer Bolyai-Lobatschefskyschen durch 
eine Euklidische hin durch in eine sphârische. 

§ II. Riemannsche Geometrie. 

Die für uns vor allem bedeutsame Weiterentwicklung der Idee der 
Nicht-Euklidischen Geometrie durch Riemann knüpft an die Grundlagen 
der Infinitesimalgeometrie, insbesondere der Flâchentheorie an, wie sie von 
GauJB in seinen Disquisitiones circa superficies curvas gelegt worden sind. 

Dü ursprünglichste Eige7îScJiaft des Rœiimes ist die^ dap seine Punkte 
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit hilden. Was verstehen wir darunter? 
Wir sagen z. B., daB die Ellipsen (nach GrôBe und Gestalt, d. h. wenn 
man kongruente Ellipsen als gleich, nicht-kongruente als verschieden be- 
trachtet) eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit bilden, weil die einzelne 
Ellipse innerhalb dieser Gesamtheit durch zwei Zahlangaben, den Wert 
der halben groBen und kleinen Achse, festgelegt werden kann. Die Gleich- 
gewichtszustânde eines idealen Gases, deren Verschiedenheit etwa durch 
die Unabhângigen: Druck und Temperatur charakterisiert werde, bilden 
eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, ebenso die Punkte auf einer Kugel 
— oder die einfachen Tône nach Intensitât und Qualitât. Die Farben 
bilden gemâB der physiologischen Théorie, nach der die Farbwahrnehmung 
bestimiïit ist durch die Kombination dreier chemischer Prozesse auf der 
Retina, des Schwarz-WeiB, Rot-Grün und Gelb-Blau-Prozesses, deren jeder 
in einer bestimmten Richtung mit bestimmter Intensitât vor sich gehen 
kann, eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit nach Qualitât und Intensitât, 
die Farbqualitâten jedoch nur eine zweidimensionale; es findet dies 
seine Bestàtigung durch die bekannte Maxwellsche Konstruktion des Farb- 
dreiecks. Die môglichen Lagen eines starren Kôrpers bilden eine sechs- 
dimensionale Mannigfaltigkeit, die môglichen Lagen eines mechanischen 
Systems von n Freiheitsgraden allgemein eine î^-dimensionale. Für eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist charakteristisch^ dap man das einzelne 
zu ihr gehorige Elément (in unsern Beispielen: die einzeln en Punkte oder 
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1 ===-- ^^rch die Angahe der Zahl- 

Zustande, Airdiiden^, die etetige FmkUonen imerhalh 

^erie von n Gropen dm ^ nicht erforderiieh, ^uveilangen, 

der Mannigfalttgk f ^ allen ibren Elementen mkehrbar- 

daB die ganze Manmgfalt g Wertsysteme von «Koor- 

eindeutig und stetig m i ausgeschlossen ftir die Kugel, 

dinaten reprasentiert werde (z^ • p beliebiges 

«=2), sondern es koinmt_mi , gewisse ümgebung der 

Elément der Mannigfaltig J Wertsysteme von n Koor- 

(3) ^ den x’î auflôsbar sind und in dene 

miteinander verknüpft ^ Argumente bedeuten. Solange wir YO 

die fi stetige Eunktionen ihrer g^^^^ i^^tande, irgen 

der Mannigfaltigkeit nie s ^j^dern auszuzeicbnen. Zut analytis 6 h< 

ein Koordinatensystem Yor ^ jj^i^faitiglceiten wird also eine Theoi 

Bebandlung beliebiger «‘«^ebi^n Elfordinatentransformationen (3) nfit 

der Invari-anz gegenüber bel g^ Durchftihrung der affinen Ge 

mSe“iif'drvièrsre?ellere Théorie der' Invatianz gegenüber , 

Transformationen stützten. _ , . dem Studium von K.ur 

Die Infinitesimalgeometne der auf die Cart 

sGhen Koordmaten *>/’ btfdLkeit: ihre einzelnen Punkte kônnen dl 
eindimensionale Pun m g .^^der untersebieden iverden. Bedl 
dieWerte «n®® fn der Raumstelle mit den Koordinaten xys 

“r W K— vo. . ■ 

W) , . der K.urve. Deuten vnr 1 

tmd (4) «t der Beïegig eines Punktes, welche 

Zeit, sb D^rch die Kmve selbst ist aber diePaiac 

gegebeneKurve durchlauft. vielmehr kann der Param. 

darstellung (4) i^^cht Transformation unterworfen werdeb. 




/ Y X = J y \ ^ • 

Wieder kônnen 22 ^ 50 ^ dmgïteUte FlâC 

formâtion unterworfen punkfionen in (5) nicht u% 


beliebigen Flâche geht GauJB in seiner allgemeinen Théorie ans; die Para- 
raeter bezeichnet man daher als GauBsche (oder krummlinige) 

Koordinaten auf der Flâche, — Ein Beispiel; Projizieren wir wie im 
vorigen Paragraphen die Punkte der Einheitskugel nm den Nullpunkt des 
Koordinaten Systems vom Zentrum auf die Tangentenebene z — x im 
Südpol, nennen xyz die Koordinaten eines beliebigen Kugelpunktes und 
die x- und jj;-Koordinate des Projektionspunktes in dieser Ebene, 

so ist 


Vx +u\-\- ul 


l/i + + 2/3 ’ 




Das ist eine Parameterdarstellung der Kugel; sie erfaBt jedoch nicht die 
ganze Kugel, sondern nur eine gewisse Umgebung des Südpols, nâmlich 
die südliche Halbkugel bis zum Àquator, aber mit AusschluB desselben. 
Eine andere Parameterdarstellung liefern die geographischen Koordinaten 
Lange und Breite. 

In der Thermodynamik benutzen wir zur graphischen Darstellung eine 
Bildebene mit einem rechtwinkligen Koordinatenkreuz, in der wir den 
etwa durch Druck ^ und Temperatur gegebenen Zustand eines Gases 
reprâsentieren durch einen Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten â'. 
Das gleiche Verfahren kônnen wir hier anwenden: dem Punkt auf 
der Flâche ordnen wir in einer >Bildebene« den Bildpunkt mit den recbt- 
winkligen Koordinaten zu. Die Formeln (5) stellen dann nicht nur 
die Flâche, sondern gleichzeitig eine bestimmte stetige Abbilchmg dieser 
Flâche auf die ^^^^/^-Ebene dar. Beispiele solcher ebenen Abbildungen 
krummer Flàchenstücke sind jedermann in den geographischen Karten 
gelàufig. Eine Kurve auf der Flâche ist matheraatisch gegeben durch 
eine Parameterdarstellung 

(7) = 


ein Flâchenstück durch ein »mathematisches Gebiet« in den Variablen 
das mittels Ungleichungen zwischen charakterisiert werden muB; 

graphisch gesprochen also: durch die Bildkurve, bzw. das Bildgebiet in 
der u^u^-Ehene. Bedeckt man die Bildebene nach Arfdes Millimeter- 
papiers mit einem Koordinatennetz, so übertrâgt sich dieses vermôge der 
Abbildung auf die kfumme Flâche als ein aus kleinen parallelogram- 
matischen Maschen bestehendes Netz, das von den beiden Scharen von 
»Koordinatenlinien« = konst, bzw. — konst. gebildet wird. Wird 
dies Raster hinreichend fein genommen, so ermôglicht es einem Zeichner, 
jede in der Bildebene gegebene Figur auf die krumme Flâche zu über- 
tragen. 

Der Abstand ds zweier unendlichnaher Punkte auf der Flâche: 


(a, , «J und («J H- + du^ 

bestimmt sich aus 



dx^ dy^ dz^^ 
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wenn man darin 
( 8 ) 


dx — du^ -t- du^ 
ow. 


und entsprechende Ausdrücke für dy, dz einsetzt. Es ergibt sich f 
ds'‘ eine quadratische Differentialform 


( 9 ) 


deren Koeffizienten 


ds'‘ —’^gikdujduk 
2,^ = 1 


[gki = gik]^ 


gih 


hui hu£ '^uji h Ut '^Uk 


im allgemeinen keine Konstante, sondern Funktionen von sii 

Ftir die Parameterdarstellung (6) der Kugel findet man z. B. 

(i + Wi + O 

(lo) às 


GanB erkannte, dafî diese metriscbe Fundamentalform bestimmend ist 
die Geometrie auf der Flàche, Kurvenlângen , Winkel und die Gr^ 
gegebener Gebiete auf der Flàche hângen allein von ihr ab; die G 
metrie auf zwei Flàchen ist also dieselbe, wenn für sie bei geeign< 
Parameterdaxstellung die Koeffizienten gîu der metrischen Fundamen 
form übereinstimmen. Beweis: Die Lange einer beliebigen durch 
gegebenen Kurve auf der Flâche wird geliefert durch das Intégral 




duiduji 

dt ât 


dt . 


Fassen wir einen bestimmten Punkt — [u\^ ul) auf der Flâche 
Auge und benutzen für dessen unmittelbare Umgebung die rekti 
Koordinaten 

Ui—u'i—à%iî\ X — x° = dx^ y — y^ — dy^ z — ^ 

so gilt um so genauer, je kleiner du^^ du^^ die Gleichung (8), in àm 
Werte der Ableitungen an der Stelle P^ zu nehmen sind; wir sagea, 
gilt für »unendlichkleine« Werte du^ und du^, Fügen wir die amk 
Gleichungen für dy^ dz hinzu, so drücken sie ans, dafî die unmitfcell 
Umgebung von eine Ebene ist und du^^ du^ affine Koordinata 
ihr*). Demnach kônnen wir in der unmittelbaren Umgebung vo» 


*) Dabei machen wir die Voraussetzung, dafi die zweireiliigen Determte® 
welche ans dem Koeffizientenschema dieser Gleicîiuiiigeii gebildet werden 


hL 

hy 

ôa: 

hiti 

hui 

hux 


hy 

’li 

ô U 2 

àti2 



nicht aile drei verscbwmden ; diese Bedingung ist für die regulüren Punkte d<sr Fl 
in denen eine Tangenten ebene existiert, erfüllt Die drei Determinanten 
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die Formeln der affinen Géométrie anwenden. Wir finden für den Winkel 6 
zweier Linienelemente oder iiîfinitesimaler Verschiebungen mit den Kompo- 
nenten dic^^ bzw. wenn wir die zu (9) gehdrige sym- 

metrische Bilinearform 


bezeichnen: 


'Siikàujôuk mit Q{dd] 

ik 


COS 0 = 


Q[dS) . 
yQ[dd)Q[6èŸ 


und für den Flàcheninhalt des unendlichkleinen Parallelogramms, das von 
diesen beiden Verschiebungen aufgespannt wird, 




du^ du^ 
ô îi^ â 


7 


wenn g die Déterminante der gik bedeutet. Der Inhalt eines krummen 
Flâchenstücks ist demnach gegeben durch das über das Büdgebiet zu 
erstreckende Intégral 

ffVgduJu^. 

Damit ist die GauBsche Behauptung erwiesen. Die Werte der erhaltenen 
Ausdrücke sind natürlich unabhângig von der Wahl der Parameter- 
darstellung; diese ihre Invarianz gegenüber beliebigen Transformationen 
der Parameter kann analytisch ohne weiteres bestâtigt werden. Aile geo- 
metiischen Verhâltnisse auf der Flâche kônnen wir im »Bilde< verfolgen; 
die Geometrie in der Bildebene fâllt mit der Geometrie auf der krummen 
Flàche zusammen, wenn wir nur übereinkommen, unter dem Abstand ds 
zweier unendlich naher Punkte nicht den durch die Pythagoreische Formel 


ds^ = du\ + dul 


gelieferten Wert zu verstehen, sondern (9). 

Die Geometrie auf der Flache handelt von den inneren MaBverhàlt- 
nissen der Flâche, die ihr unabhângig davon zukommen, in welcher Weise 
sie in den Raum eingebettet ist; es sind diejenigen Beziehimgen, welche 
durch Messen auf der Flàche selbst festgestellt werden kdnnen. GauB 
ging bei seinen flâchentheoretischen Untersuchungen von der praktischen 
geodâtischen Arbeit der Hannoverschen Landesvermessung aus. DaB die 
Erde keine Ebene ist, kann durch die Vermessung eines hinreichend groBen 
Stticks der Erdoberflâche selbst ermittelt werden ; wenn auch das einzelne 
Dreieck des Triangulationsnetzes so klein genommen wird, daB an ihm 
die Abweichung von der Ebene nicht in Betracht fâllt, so kônnten sich 
doch die einzelnen Dreiecke nicht in der Weise in der Ebene zu einem 
Netz zusammenschlielîen, wie sie es auf der Erdoberflâche tun. Um das 


und nur dann identisek o, wenn die Flâche in eine Kurve ausartet, nâmlich die 
Funktionen z von zix und «2 in Wahrheit nur von einem Parameter, einer Funktion 
von und «2, abhângen. 



noch etwas deutlicher 

(der Erdkugel) emen K^reis Tç_.:_es < 1 . h. die von P ausstraHenden 

SrS«V«e, .f .«..sa 

nnd an d . ,, , Kne-el kann ich nun fest- 


^ J Kreisperipherie enaenocu e,*— 

T ^ Durch Messen auf der Kugel kann ich nun fest- 

r ..„p,.Mnnaen ausgehenden Radian dnd die 


/ , • „ -l* XT*WW^ 

( sie seie <- ^ J Mcaphenden Radian sind die lAnien 

Lllen: diese nach^allen ^ ier Kurve î führen- sie habeu 

kleinster Lange, welcbe vom geschlossenen Kurve ï ist =* ï. 

aile die gleiche Lânge dr g J ^Radient gerade 

Lâge nun eine Ebene vor, so ,3 ^üBte r = aeto^ 

Linien sind, die , klainer ist, als as dieser Formel «b» 


.pricht, 4 

festgestellt, daS sie keine Eb zeichne, und rolle es zusamœet 

blatt, auf das ich irgendwelc g piguren auf dem zusammengeroïlte 

BUtt di. gleiche. ..t ihm gilt gen.. die gleid 

mit keinen Verzerrrmgen x^-ch seine geodatische Vermessung b 

Geomeaie wie i. de, Ebe.e, i„. So gd, àllsm 

S êlTœi» “”<* Ve.bieg.ng ota. Ve.OTg ..«lln«> 

hemigehen, die gleiche de, Ebene gilt, beeiigl, « 

S iS'i..-g“<=-. BifcentUafonnC 

durcb irgend eine Transformation 


Uo. 


: [uX tlX) 


U T 




uZ, 




auf die Gestalt 




• «Tir flafi es ciTi ieder Stellc ïïxôglich I 

_ n» . J /V. 


iwf = ari^Wj + '‘■f 

* 4 . «iiccrf»qrlilossen, die Transformîfctîijifi 
dies zu erzielen; ^ber es is g Ausdrliel 

Differentiale dabei an jeder Stelle so zu 

für duX , du* totale Differentia e wer Fiacbetlti 

Kiummlinige râumlicher Problème verwendet, nsw 

aondern audi -\tC kTt- in die NotwendiK'.* 

“ <ier -atbe"ben ^ .orgagebanen 

setzt ist, sich mit de Zvlinder-, Kugel- und elbptiMUi 

=2 ?e.=»de. ceie, — b.»,, 
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Punkte im Raum wird bei Benutzung beliebiger Koordinaten stets 

durch eine quadratische DifFerentialform 

3 

( 12 ) ^gikdxidxk 

Z, ^ =: I 

ausgedrückt. Glauben wir an die Euklidische Geometrie, so sind wir 
überzengt^ daB jene Form sich durch Transformation in eine solche Gestalt 
überführen laBt, daB ihre Koeffizienten Konstante werden. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir imstande, die Riemannschen 
Ideen, die von ihm in seinem Habilitationsvortrag »Über die Hypothesen, 
welche der Geometrie zugrunde liegen«'^) in vollendeter Form entwickelt 
wurden, voll zu erfassen. Aus Kap. I ist zu ersehen, daB in einem vier- 
dimensionalen Euklidischen Raum auf einem dreidimensionalen Imearen 
Punktgebilde die Euklidische Geometrie gilt; aber krumme dreidimensio- 
nale Râume, die im vierdimensionalen Raum ebensogut existieren wie 
krumme Flachen im dreidimensionalen, sind von anderer Art. Ist es 
nicht môglich, daB unser dreidimensionaler Anschauungsraum ein solcher 
gekrümmter Raum ist? Freilich: er ist nicht eingebettet in einen vier- 
dimensionalen; aber es kônnte sein, dafi seine inneren MaBverhàltnisse 
solche sind, wie sie in einem >ebenen« Raum nicht stattfinden konnen; 
es kônnte sein, daB eine sorgfâltige geodâtische Vermessung unseres 
Raumes in der gleichen Weise wie die geodâtische Vermessung der Erd- 
oberfiàche ergâbe, daB er nicht eben ist. — Wir bleiben dabei, daB er 
eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist; wir bleiben dabei, daB sich 
unendlichkleine Linienelemente unabhângig von ihrem Ort und ihrer 
Richtung messend miteinander vergleichen lassen und daB das Quadrat 
ihrer Lange, des Abstandes zweier unendlich benachbarter Punkte bei Be- 
nutzung beliebiger Koordinaten Xi durch eine quadratische Differential- 
forra (12) gegeben wird. (Diese Voraussetzung hat in der Tat allgemein 
ihren guten Sinn; denn da jede Transformation von einem auf ein anderes 
Koordinatensystem lineare Transformationsformeln für die Koordinaten- 
differentiale nach sich zieht, geht dabei eine quadratische Differentialform 
immer wieder in eine quadratische Differentialform über.) Was wir aber 
nicht mehr voraussetzen, ist, daB sich diese Koordinaten insbesondere 
als affine Koordinaten so wâhlen lassen, daB die Koeffizienten gik der 
Fundamentalform konstant werden. 

Der Übergang von der Euklidischen zur Riemannschen Geometrie 
beruht im Grunde auf dem gleichen Gedanken wie die Nahewirkungs- 
Physik. Durch die Beobachtung stellen wir z. B. fest (Ohmsches Gesetz), 
daB der in einem Leitungsdraht flieBende Strom proportional ist zu der 
Potentialdifferenz am Anfang und Ende der Leitung. Aber wir sind über- 
zeugt, daB wir nicht in diesem auf einen langen Draht sich beziehenden 
Messungsergebnis das allgemein gültige exakte Naturgesetz vor uns haben, 
sondern dieses aus jenem sich herleitet, indem wir das Ohmsche Gesetz, 
so wie es aus den Messungen abgelesen wird, auf ein unendlichkleines 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. $ 
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Drabtstück anwenden. DaTin kommen wir zu jener Formulierung (Kap. I| 
S. 68), die der Maxwellschen Théorie zugriinde gelegt wird. Aus det? 
Diferentialgesetz folgt rtickwârts auf mathematischem Wege unter Voran 
setzung üheraîl ho??iogener Verkàltnissâ das Integralgesetz, das wir direfe 
durch die Beobachtung feststellen. Genau so hier: Die Grundtatsacb 
der Euklidischen Geometrie ist, daB das Qnadrat der Entfernung zwei( 
Punkte eine quadratische Form der relativen Koordinaten der beidç 
Punkte ist [Pythagoretscher ILekrsatz), Sehen wir aher dieses Gesetz fti 
dann ak strmg gültig an^ wenn jene beiden Punkte unendlich benachh 
sind^ so kommen wir zur Kiemannschen Geometrie] zugleich sind wir dan 
einer genaueren Festlegung des Koordinatenbegriffs überhoben, da das 
gefaBte Pythagoreische Gesetz invariant ist gegenüber beliebigen Trai 
formationen. Es entspricht der Übergang von der Euklidischen »Feii 
zur Riemannschen »Nahe «-Geometrie demjenigen von der Fernwirkun 
zur Nahewirkungs-Physik ; die Riemannsche Geometrie ist die dem 
der Kontinuitât gemaB formulierte Euklidische, sie nimmt aber dt 
diese Formulierung sogleich einen viel allgemeineren Charakter an. 
Euklidische Fern-Geometrie ist geschaffen für die Untersuchung der gert 
Finie und der Ebene, an diesen Problemen hat sie sich orientiert; so 
man aber zur Inhnitesimalgeometrie übergeht, ist es das Nattirlichste 
Vernünftigste, den infinitesimalen Ansatz Riemanns zugrunde zvl k 
es wird dadurch keirie Komplikation bedingt, und man ist vor udî 
gemâSen, fern-geometrischen Überlegungen geschützt. Auch im Rien 
schen Raum ist eine Flâche als zweidimensionale Mannigfaltigkeit i 
eine Porameterdarstellung x£ Xt{u^u^) gegeben; setzen wir die d 
sich ergebenden Dififerentiale 

T b Xi Ô Xi _ 

dXi ~ ^^2 


in die metrische Fundamentalform ( 12 ) des Riemannschen Raum^ 
so bekommen wir für das Quadrat des Abstandes zweier unendli 
nachbarter Flèlchenpunkte eine quadratische Differentialform von d; 
(wie itn Euklidischen Raum): die Metrik des dreidimensionalen Ri 
schen Râums übertrâgt sich tmmittelbar auf jede in ihm gelegene 
und macht sie damit zu einem zweidimensionalen Riemannschen 
Wâhrend also bei Euklid der Raum von vornherein von viel spe 
Natur angenommen ist als die in ihm môglichen Fiâchen, rnàiE 
eben, hat bei Riemann der Raumbegriff gerade denjenigen G 
Allgemeinheit, der nôtig ist, um diese Diskrepanz vôllig zura Ve 
den zu bringen. — JDas Prinzip^ die Welt aus ihrem VerhcellêH 
endîichkleinen zu verstehen^ ist das treibende erkenntnistheoretisc! 
der Nahewirkungsphysik wie der Riemannschen Geometrie, ist d 
das treibende Motiv in dem übrigen, vor allem auf die komple 
tionentheorie gerichteten grandiosen Lebenswerk Riemanns* ï 
scheint uns die Frage nach der Gültigkeit des Postulats 
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die historische Entwicklung, an die Euklidischen »Elemente« anknüpfend, 
ausgegangen ist, nur als ein bis zu einem gewissen Grade zufâlliger An- 
satzpunkt Die wahre Erkenntnis, zu der man sich erheben mufîte, um 
über den Euklidischen Standpunkt hinauszugelangen, glauben wir, ist uns 
von Riemann aufgedeckt worden. 

Wir müssen uns noch davon überzeugen, daS die Bolyai-Lobatschefsky- 
sebe Georaetrie so gut wie die Euklidische und die sphârische (auf die 
als eine Nicht-Euklidische Môglichkeit tibrigens erst Riemann hingewiesen 
hat) als spezielle Fâlle in der Riemannschen enthalten sind. In der Tat, 
benutzen wir als Koordinaten eines Punktes der Bolyai-Lobatschefskyschen 
Ebene die rechtwinkligen Koordinaten jenes Bildpunktes, der ihm 
in dem Kleinschen Modell entspricht, so ergibt sich für den Abstand ds 
zweier unendlich benachbarter Punkte aus (i): 

, _{ï — u\ —u\)[du\-\- duX]-\-{u^du^ + u^du,Y 

' 

Der Vergleich mit (10) bestâtigt wiederum den Satz von Taurinus. Die 
metrische Fundamentalform des dreidimensionalen Nicht- Euklidischen 
Raumes lautet genau entsprechend. 

Wenn wir im Euklidischen Raum eine krumme Flâche herstellen 
kônnen, für die bei Benutzung geeigneter GauBscher Koordinaten 
die Formel (13) gültig ist, so besteht auf ihr die Bolyai-Lobatschefsky- 
sche Geometrie. Solche Flâchen kann man sich in der Tat 
verschaffen; die einfachste ist die Umdrehungsflache der 
Traktrix. Die Traktrix ist eine ebene Kurve von der neben- 
stehenden Gestalt, mit einer Spitze und einer Asymptote ; sie 
ist geometrisch dadurch charakterisiert, dafî die Tangente 
vom Berûhrungspunkt bis zum Schnitt mit der Asymptote 
eine konstante Lange besitzt. Man lasse sie um ihre Asymp- 
tote rotieren : auf der entstehenden Drehflâche gilt die Nicht- 
Euklidische Geometrie. Dieses durch seine Anschaulichkeit 
ausgezeichnete Euklidische Modell derselben ist zuerst von 
Beltrami angegeben Es leidet freilich an gewissen 
Übelstânden; es ist erstens (in dieser anschaulichen Forni) auf die zwei- 
dimensionale Geometrie beschrânkt, und zweitens realisiert jede der beiden 
Hàlften der Umdrehungsflache^ in welche sie durch ihre scharfe Kante 
zerfâllt, nur einen Teil der Nicht- Euklidischen Ebene. Von Hilbert wurde 
streng bewiesen^ dafî eine singularitâtenfreie Flâche im Euklidischen 
Raum, welche die ganze Lobatschefskysche Ebene realisiert, nicht vor- 
handen sein kann^). Beide Übelstànde besitzt das elementargeometrische 
, Kleinsche Modell nicht. 

Bislang sind wir rein spekulativ vorgegangen und ganz in der Domane 
des Mathematikers geblieben. Ein anderes ist aber die Widerspruchs- 
- losigkeit der Nicht- Euklidischen Geometrie, ein anderes dü Frage^ oh sie 
oder die Euklidische im wirklichen Raume Gültigkeit besitzt Schon GauB hat 

6 * 
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zur Prüfung dieser Frage das Dreieck Inselsberg, Brocken, Hoher Hag 
(bei Gottingen) mit groBer Sorgfalt gemessen, aber die Abweichung c 
Winkelsumme von iSo*^ innerhalb der Fehlergrenzen gefunden. Loi 
tschefsky schloB ans dem geringen Betrag der Fixsternparallaxen, d 
die Abweichung des wirklicben Raumes vom. Euklidischen auBerordentli 
gering sein müsse. Auf philosophischer Seite ist der Standpunkt v 
treten worden, daB durch empirische Beobachtungen die Gtiltigkeit o< 
Ungültigkeit der Euklidischen Geometrie nicht erwiesen werden kôni 
Und in der Tat muB zugestanden werden, daB bei allen solchen Bec 
achtungen wesentlich physikalische Voraussetzungen, wie etwa die, d 
die Lichtstrahlen gerade Linien sind, und dgl., eine Rolle spielen. 
finden damit aber lediglich eine schon oben gemachte Bemerkung 1 
stàtigt, daB nur das Ganze von Geometrie und Physik einer empiriscl 
Nachprüfung fâhig ist. Entscheidende Expérimente sind also erst dî 
mdglich, wenn nicht nur die Geometrie, sondern auch die Physik 
EuÙidischen tmd im allgemeinen Riemannschen Raum entwickelt 
Wir werden bald sehen, daB es auf sehr einfache und vôllig willkûrl 
Weise gelingt, beispielsweise die Gesetze des elektromagnetischen Fel< 
die zunâchst nur unter der Voraussetzung der Euklidischen Geome 
aufgestellt sind, auf den Riemannschen Raum zu übertragen. Ist < 
aber geschehen, so kann sehr wohl die Erfahrung darüber entscheic 
ob der spezielle Euklidische Standpunkt aufrecht zu erhalten ist oder 
wir zu dem allgemeineren Riemannschen übergehen mtissen. Wir s« 
aber, daB ftir uns an dem Punkte, an dem wir jetzt stehen, diese F 
noch nicht spruchreif ist. 

Zum SchluB stellen wir noch einmal die Grundlagen der Riemi 
schen Geometrie in geschlossener Formulierung und unter Abstrei 
der speziellen Dimensionszahl n — 3 vor Augen. 

Ein n-dinensionaUr Riemannscher Raum ist eine n'-dimtnsionah Mm 
falHgkeit; aber nicht eine heliebige^ sondern eine solche^ der durch 
posiüv-dtfinite quadratische Differentialform eine Ma^hestimmung aufgej 
ist Die beiden Hauptgesetze, nacb denen jene Form die MaBgx 
fesüegt, sind die folgenden (die X£ bedeuten irgendwelche Koordina 

1. Ist g die Déterminante der Koeffizienten der Fundamental 
so ist die Grdfie irgend eines Raumstücks gegeben durch das Integ 

(14) /Vg dx^ dx^... dxn , 

das zu erstrecken ist über dasjenige mathematische Gebiet der Variabl 
welches dem Raumstück entspricht. 

2. Bedeutet Q{dô) die der quadratischen Fundamentalform en^ 
chende symmetrische Bilinearform zweier an derselben Stelle befindü 
Linienelemente d und d, so ist der von ihnen gebildete Winkel 
berechnen aus 

VQ[dd)-Q{ÔÔ) 


i 
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Eine in dem K-dimensionalen Raum liegende »2-dimensionale Mannig- 
faltigkeit (i S ««g») ist gegeben durch eine Parameterdarstellung: 

...u„) {i = z^ 2 , 

Ans der metrischen Fundamentalform des Raumes entsteht durch Ein- 
setzen der Differentiale 


J hXi hx£ ^ 

dxi _ — + . . . + _ du,,. 

die metrische Fundamentalform dieser z«-dimensionalen Mannigfaltigkeit ; 
sie ist damit selber ein Riemaimscher w-dimensionaler Raum, und die 
Berecbnung der GrôBe eines beliebigen Stücks von ihr geschieht nach 
der auf sie übertragenen Formel (14). So kann die Lange von Linien- 
stticken, der Inhalt von Flâchenstücken usw. ermittelt werden. 


§ 12. Fortsetzung. Dynamische Auffassung der Metrik. 

Wir kehren noch einmal zur Flâchentheorie im Euklidischen Raum 
zurück. Die Krümmung einer ebenen Kurve kann als Mafi dafür, wie 
stark die Kurvennormalen divergieren, in folgender Weise definiert wer- 
den. Wir tragen den zur Kurve 

in einem beliebigen Punkte P v 

senkrecht stehenden Vektor >Nor- 

male« von der Lange i von einem / " \ 

festen Punkt O aus ab: < 9 /, und / 

erhalten dadurch einen Bildpunkt \ ^ / r 

P P auf dem Einheitskreis um O, y \ 

Durchlâuft P ein kleines Bogen- ^ 

stück J s der Kurve, so wird der Fîg. 6. 

Bildpunkt p einen Bogen jenes 

Kreises durchlaufen ; z/ o ist der ebene Winkel, welchen die in den sâmt- 
lichen Punkten des Kurvenbogens errichteten Normalen miteinander bilden. 

Der Limes des Quotienten für ein Bogenstück das auf einen Punkt P 

zusammenschrumpft, ist die Krümmung in P. Ganz analog definiert Gau6 
die Krümmung einer Flâche als MaB der Divergenz ihrer Normalen. An- 
stelle des Einheitskreises um O tritt die Einheitskugel ; einem kleinen 
Flücben stück do entspricht durch das gleiche Abbildungsprinzip ein Stück 
dieser Kugel dto\ do) ist gleich dem râumlichen Winkel, welchen die in 
den Punkten von do errichteten Normalen miteinander bilden. Das Ver- 
d CO . 

haltms in der Grenze für unendlichkleines do ist die Gau^sche 

Krümmufig» Gaufi machte die wichtige Entdeckung, dap diese Krümmung 
durch die mneren Mapverhàltnisse der Flàche allein hestimmt ist und aus 
den Koeffizienten der metrischen Fundamentalform als ein Difperentiah 
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ausdruck 2. Ordnung herechnet werden katpi. Die Krümmung bleibt dem- 
nach ungeândertj wenn man die Flàche verbiegt, obne sie zu verzerren, 
Damit war auf geometrischem Wege eine DifferentiaîinvarianU dtr çua- 
dratiseJun DifferenUalformen von zwei Variablen entdeckt, eine GrôBe 
nâmlich, die aus den Koeffizienten der Differentialform in solcher Weise 
gebildet ist, daB sie für zwei DifFerentialformen, die durch Transformation 
auseinander hervorgeben (und für Argumentpaare , die sich durch die 
Transformation entsprechen) gleiche Werte besitzt. 

Riemann gelang es, den BegrifF der Krümmung auf quadratische 
Differentialformen von drei und mehr Variablen zu übertragen; es stellte 
sich heraus, dafî sie dann kein Skalar mehr ist, sondern ein Tensor (mit 
dem wir uns in § i6 dieses Kapitels beschàftigen werden). Genauer 
verhâlt es sich so, daB ein Riemannscher Raum an jeder Stelle in jeder 
Flàchenrichtung eine bestimmte Krümmung besitzt. Der Euklidische 
Raum ist dadurch charakterisiert, dafî er tiberall und in jeder Richtung 
die Krümmung o besitzt. Für die Bolyai-Lobatschefskysche wie für die 
sphàrische Geometrie aber besitzt die Krümmung einen von Ort und 
Flàchenrichtung unabhângigen konstanten Wert a\ und zwar einen posi- 
tiven im Falle der sphârischen, einen negativen im Falle der Bolyai- 
Lobatschefskyschen Geometrie (sie kann also, wenn die Einheit des Langen- 
mafies geeignet gewâhlt wird, = ± i angenommen werden). Hat der 
^-dimensionale Raum die konstante Krümmung so bat seine metrisebe 
Fundamentalform bei Einführung geeigneter Koordinaten Xi notwendig 
die Gestalt 

^ àx} — al^Xidx^ 

sie ist also vollstândig eindeutig bestimmt. Ist der Raum überall ii 
allen Richtungen homogen, so muB seine Krümmung eine Konstante set 
und seine metrische Fundamentalform demnach die angegebene Gesta 
besitzen: ein solcher Raum ist notwendig Euklidisch, sphârisch odi 
Lobatschefskysch. Unter diesen Umstânden haben nicht nur die Liniei 
elemente eine von Ort und Richtung unabhângige Existenz, sondem et 
beliebige, endlich ausgedehnte Figur kann kongruent ohne Ânderung ihi 
MaBverhaltnisse an einen beliebigen Ort verpflanzt und in eine bélieb! 
Richtung gestellt werden. Damit kehren wir zu dem Begriflf der k< 
gruenten Abbildung zurück, von dem unsere Betracbtungen über ( 
Raum in § I ihren Ausgang nahmen. Innerhalb der drei môglicl 
Falle ist der Euklidische dadurch charakterisiert, daS sich aus der Gru; 
der kongruenten Abbildungen die Gruppe der Translationen mit den 
sonderen, in § i auseinandergesetzten Eigenschaften heraushebt. 
hier zusammengestellten Tatsachen sind in Riemanns Vortrag kurz 
wâhnt, von Christoffel, Lipschitz, Helmholtz und Sophus Lie eingehe 
begründet worden. ’’) 
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Der Raum ist Form der Erscheinungen imd, sofern er das ist, notwendig 
homogen. Damit scheint es, als ob aus der ganzen Fülle der môglichen 
Geoiïietrien, welche der Riemannsche Begriff umfaBt, von vornherein nur 
die erwâhnten drei speziellen Fâlle in Betracht kâmen und aile tibrigen 
als bedeutungslos unbesehen fallen gelassen werden müfîten: parturiunt 
montes, nascetur ridiculus mus! Riemann dachte darüber and ers, die 
SchluBworte seines Vortrags geben darüber Auskunft. Sie konnten von 
seinen Zeitgenossen in ihrer Tragweite nicht verstanden werden und sind 
damais ungehôrt verhallt. Erst heute, nachdem uns Einstein durch seine 
Gravi tationstheorie die Augen geôffnet hat, sehen wir, was eigentlich 
dahinter steckt. Zu ihrem Verstândnis bemerke ich vorweg, daB Riemann 
dort den kojitinuierlichen Mannigfaltigkeiten die âiskreten^ aus einzelnen 
isolierten Elementen bestehenden gegenüberstellt. Das MaB eines jeden 
Telles einer solchen Mannigfaltigkeit ist durch die Anzahl der zu ihm 
gehôrigen Elemente gegeben. So* tragt eine diskrete Mannigfaltigkeit zu- 
folge des Anzahlbegriffs das Prinzip ihrer MaBbestimmung, wie Riemann 
sagt, a priori in sich. Nun zu Riemanns eigenen Worten: 

>Die Frage über die Gültigkeit der Voraussetzungen der Géométrie 
im Unendlichkleinen hangt zusammen mit der Frage nach dem innern 
Grande der MaBverhâltnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche wohl 
noch zur Lehre vom Raum gerechnet werden darf, kommt die obige 
Bemerkung zur Anwendung, daB bei einer diskreten Mannigfaltigkeit das 
Prinzip der MaBverhâltnisse schon in dem Begriffe dieser Mannigfaltigkeit 
enthalten ist, bei einer stetigen aber anders woher hinzukommen muB. 
Es muB also entweder das dem Raume zugrunde liegende Wirkliche eine 
diskrete Mannigfaltigkeit bilden, .oder der Grund der MaBverhâltnisse 
auBerhalb, in darauf wirkenden bindenden Kràften^ gesucht werden. 

>Die Entscheidung dieser Fragen kann nur gefunden werden, indem 
man von der bisherigen durch die Erfahrung bewâhrten Auffassung der 
Erscheinungen, wozu Newton den Grund gelegt, ausgeht und diese, durch 
Tatsachen, die sich aus ihr nicht erklâren lassen, getrieben, allmâhlich 
umarbeitet; solche Untersuchungen , welche wie die hier geführte von 
allgemeinen Begriffen ausgehen, konnen nur dazu dienen, daB diese 
Arbeit nicht durch die Beschrânktheit der Begriffe gehindert und der 
Fortschritt im Erkennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch über- 
lieferte Vorurteile gehemmt wird. 

>Es führt dies hinüber in das Gebiet einer anderen Wissenschaft, in 
das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Veranlassung 
nicht zu betreten erlaubt.« — 

Sehen wir von der ersten Môglichkeit ab, es kônnte »das dem Raume 
zugrunde liegende Wirkliche eine diskrete Mannigfaltigkeit bilden « — 
obschon wir es durchaus nicht abschwôren wollen, heute im Angesicht 
der Quantentheorie weniger denn je, daB darin vielleicht einmal die 
endgültige Ldsung des Raumproblems gefunden werden kann — , so 
leugnet Riemann also, was bis dahin immer die Meinung gewesen war. 
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daB die Metrik des Raumes von vornherein tinabhângig von den physi 
kalischen Vorgângen, deren Schauplatz er abgibt, festgelegt sei und da 
Reale in diesen metrischen Raum wie in eine fertige Mietskaserne ein 
ziehe; er behaiipfet vielmehr^ da^ der Raum an sich nichts weiter ah ein 
vdllig formlose dreidimensionale Mannigfaltigkeit ht und erst der den Raui 
erfülknde materiale Gehalt ihn gestaltet und seine Ma^verhàltnüse he 
stimmt Es bleibt die Aufgabe, zu ermitteln, nach welchen Gesetzei 
dies geschieht; jedenfalls aber wird sich die metrische Fundamentalfom 
im Laufe der Zeit ândern, wie sich das Materiale in der Welt ânderi 
Wir wollen diesen kühnen Gedanken etwas genauer erlâutern tind zeiger 
daB, wenn diese Ansicht zntrifft, irgend zwei Ranmstücke , die dure 
stetige Deformation ineinander übergeführt werden kônnen, als kongrtiei 
bezeichnet werden müssen in dem von uns zugrunde gelegten Sinne, da 
derselbe materiale Gehalt so gut das eine Raumstück wie das andes 
erfüllen kann. 

Zur Vereinfachung unserer prinzipiellen Auseinandersetzung nehme 
wir an, daô das Materiale allein durch skalare Zustandsgrôfîen wie Massa 
dichte, Ladungsdichte usw. beschrieben werden kann. Wir fassen emi 
bestimmten Moment ins Auge; in ihm wird die Ladungsdichte ç z. ] 
bei Zugrundelegung eines bestimmten râumlichen Koordinatensystems di 
bestimmte Funktion Koordinaten Xi sein, bei Benutstti 

eines andern Koordinatensystems xf aber durch eine andere FunkÜi 
dargestellt werden. — Eine Zwischenbemerkung. Es m 
springt bei Anfângem daraus oft Verwirriing, daB sie nicht beachtenî 
der mathematischen Literatur werden die Buchstaben durchweg zur ï 
zeichnung der Funktionen benutzt, in der physikalischen und auch mâtl 
matisch-physikalischen durchweg zur Bezeichnung der ^Grâ^en^* 
gebraucht man in der Therraodynamik etwa für die Energie eines Qm 
ein en bestimmten Buchstaben, sagen wir einerlei ob man iie 
Funktion von Druck p und Temperatur d' oder als Funktion des Vo 
mens V und der Temperatur & auffaBt. Der Mathematiker aber schre 
mit zwei verschiedenen Zeichen: 




Die partiell^n Ableitungen 




die eine ganz verschiedene 


tung haben, treten infolgedessen in den Physikbüchern unter der gemi 
'hE 

samen Bezeichnung -ç-r auf ; es muB dann aber durch einen angeMiiÿ 

O d' 


Index (nach dem Vorgang von Boltzmann) oder durch hinzngefügtt 
worte angegeben werden, daB im einen Falle bei der Differentmiî« 
im andern Falle v konstant gehalten wird. Die mathematische SyœÉi 
ist ohne solchen Zusatz eindeutig*). — Wir legen weiter, obschon : 


*) Es solî hier natürlich an der >physikalischen< Bez«ichnungsart durchmm* | 
Kiitik geübt werden; sie ist den Zweeken der mit Grofietz operierenden ¥ 

angemessen. 
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die Dinge in Wirklichkeit komplizierter verhalten, eine môglichst einfache 
geometrische Optik zugrunde, deren Grundgesetz besagt; der Lichtstrahl 
von einem Licht aussendenden Punkt M zu einem Beobachter in F ist 
eine »geodâtiscbe« Linie, die unter allen Verbindungslinien vonJlfmiti^ 
die geringste Lange besitzt ; von der endlichen Ausbreitungsgeschwindig- 
keit des Lichtes sehen wir ganz ab. Dem auffassenden BewuBtsein 
schreiben wir lediglich ein optisches Wahrnehmungsvermôgen zu und 
vereinfachen es uns zu einem >Punktauge«, das die Richtungsunterschiede 
der auftrefïenden Lichtstrahlen, welche durch die aus (15) zu bestimmen- 
den Winkel d gegeben werden, unmittelbar wahrnimmt und dadurch ein 
Richtungsbild der umgebenden Gegenstânde gewinnt (wir ignorieren die 
Qualitâten der Farbe). Nicht nur die Wirkung der physischen Dinge 
aufeinander, sondern auch die psychophysische Wechsel wirkung wird von 
dem Gesetz der Kontinuitât beherrscht: die Richtung, in der wir Gegen- 
stânde wahrnehmen, ist nicht durch deren Ort bestimmt, sondern durch 
die Richtung des von ihnen auf der Netzhaut auftrefFenden Lichtstrahles ; 
also durch den Zustand des optischen Feldes in der unmittelbaren Be- 
rührung mit dem Leibe jenes râtselhaften Realen, in dessen Wesen es 
liegt, daB ihm eine gegenstândliche Welt in Bewufitseinserlebnissen >er- 
scheint<. Dafî aber ein materialer Gehalt Q derselbe ist wie der materiale 
Gehalt O', kann offenbar nichts anderes heifîen, als dafi zu jedem Stand- 
punkt F gegenüber G ein Standpunkt F' gegenüber & gehôrt (und um- 
gekehrt) derart, daB ein Beobachter in F^ von & das gleiche Richtungs- 
bild empfângt, wie es ein Beobachter in F von G erhàlt. 

Wir legen ein bestimmtes Koordinatensystem xi zugrunde ; die skalaren 
ZustandsgroBen wie die Elektrizitâtsdichte ç stellen sich dar durch be- 
stimmte Funktionen 

die metrische Fundamentalform sei 

3 

^gik dxidxk , 
î^k—\ 

wo die gik gleichfalls (im Sinne der »mathematischen« Bezeichnungsweise) 
bestimmte Funktionen von x^. x^ x^ bedeuten. Ferner sei irgend eine 
stetige Abbildung des Raumes auf sich selber gegeben, durch die jedem 
Pnnkt F ein Punkt F^ zugeordnet ist. Unter Benutzung des vorliegenden 
Koordinatensystems und der Bezeichnungen 

P = (x^ X3) , P' — {x', ^4 4 ) 

werde diese Abbildung dargestellt durch 

(16) X£ = cpi{x^x^x ^] . 

Durch sie gehe ein Raumstück @ über in ich will zeigen, daB in 
dem erlâuterten Sinne ©' kongruent @ ist, falls Riemanns Ansicht zutrifft. 

Ich benutze ein zweites Koordinatensystem, indem ich dem Punkte F 
die durch (16) gegebenen Zahlen x'i als seine Koordinaten zuordne; (16) 
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sind dann die Transformationsformeln. Derjenige mathematische Bereic 
in drei Variablen, als welcher sich © in den Koordinaten darstell 
ist identisch mit demjenigen, als welcher sich & in den Koordinaten 
darstellt. Ein beliebiger Punkt P hat in x die gieichen Koordinaten wi 
in X. Ich denke mir nun den Raum auf eine zweite Weise dure 
ein en materialen Gehalt erfüllt, und zwar so, wie es durch die Formel 
q = im Punkte P 

nnd die analogen für die übrigen skalaren Grôfien dargestellt wird. Wen 
die MaBbestimmung des Raiimes unabhângig von dem erfüllenden Mat( 
rialen vorgegeben ist, wird die metrische Fundamentalform wie bei d< 
ersten Erfüllung den Ausdruck haben: 

dxji {^x '^ 3 ) dXi dxk 5 

iè îk 

dabei ist auf der rechten Seite die Transformation auf das zweite Koo 
dinatensystem vollzogen. Wenn aber die MaÛverhaltnisse durch d< 
materialen Gehalt bestimmt werden — und wir wollen jetzt mitRieraai 
annehmen, daB sich die Sache so verhâlt — , so wird, da die zweite F 
ftillung sich genau so in den Koordinaten x^ ausdrückt wie die erste 
den Koordinaten x^ bei dieser zweiten Erfüllung die metrische Fund 
mentalform lauten: 

^ g îh i^i -^ 2 ^ 3 ) dxi dxk . 

îk 

Nach unserem Prinzip der geometrischen Optik wird dann einem Bec 
achter in P^ der im Raumstück ©' bei der ersten Erfüllung vorhande 
Gehalt genau so erscheinen wie einem Beobachter in P das gera^ < 
zweiten Erfüllung im Raumstück @ vorhandene Materiale. Trifft jede 
die alte >Mietskasernen«-Auffassung zu, so ist das natürlich nicht der F 
Die einfache Tatsache, daB ich eine Plastelinkugel in meiner H0 
zu einer beliebigen MiBg estait zerdrücken kann, die ganz and ers aussi 
als eine Kugel, scheint den Riemannschen Standpunkt ad absurdum 
führen. Dies ist jedoch nicht beweisend; denn es wird wohl; wenn F 
mann recht hat, u. a. eine ganz andere Deformation der inneren atomistiscl 
Struktur des Plastelins nôtig sein, als ich durch meine Hand bewirl 
kann, damit die verdrückte Gestalt einem Beobachter von allen Sei 
als kugelfdrmîg erscheint.*) Einstein hat dem Riemannschen Gedan 
zum Siégé verholfen (ohne freilich direkt durch Riemann beinfluBt zu se 
von dem durch Einstein gewonnenen Standpunkt rückschauend aber 
kennen wir, daB dieser Gedanke zu einer gültigen Théorie erst ausgesta 
werden konnte, nachdem die Zeit als vierte zu den drei Raumdimensiû 
in solcher Weise hinzugetreten war, wie es die sog. spezielle Relativit 
théorie lehrt; Da der Begriff >Kongruenz« nach Riemann überhaupi 
'keiner Metrik ftihrt, auch nicht zu der durch eine quadratische Diffexen 


*) Genaueres hîerüber in Kap. IV. 
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form geregelten allgemeinen Riemannschen Metrik, so mu6 in der Tat >der 
innere Grund fur die MaBverhâltnisse« ganz wo anders gesucht werden. Er 
liegt iiach Einstein in den »bindenden Krâften« der Gravitation. In der Ein- 
steinschen Théorie (Kap. IV) spielen die Koeffizienten der metrischen 
Fundamentalform die gleiche Rolle wie in der Newtonschen Gravitations- 
tbeorie das Gravitationspotential; die Gesetze, nach denen das raumerfüllende 
Materiale die Metrik bestiramt, sind die Gravitationsgesetze. Das Gravi- 
tations feld bewirkt ein solches Verhalten der Lichtstrahlen und der >starren« 
Kôrper, die wir als MaBstâbe verwenden, daB sich, wenn wir die Mafî- 
stàbe und Lichtstrahlen in gewohnter Weise zur Ausmessung von Gegen- 
stânden benutzen, eine MaBgeometrie als gültig erweist, die in den der 
Beobachtung zugânglichen Gebieten sehr wenîg von der Euklidischen ab- 
weicht. Die MaBverhâltnisse kommen aber nicht auf Rechnung des Raumes 
als Form der Erscheinungen, sondern auf Rechnung des durch das Gravi- 
tationsfeld bestimmten physikalischen Verhaltens von MaBstàben und 
Lichtstrahlen. 

Nach den durch Riemann gewonnenen Erkenntnissen blieb den Mathe- 
inatikern nur der formale Ausbau seines geometrischen Gedankensystems 
als Aufgabe übrig; er ist von Christoffel, Ricci, Levi-Civita bewerkstelligt 
worden®). Die eigentliche Weiterführung hat er aber mit den letzten 
Worten deutlich genug in die Hânde eines nach ihm kommenden, seinem 
mathematischen ebenbürtigen physikalischen Genies gelegt. Nach 70 Jahren 
ist das von ihm Prophezeite durch Einstein in Erfüllung gegangen. Bevor 
wir uns aber der Einsteinschen Théorie zuwenden kônnen, bleibt uns 
noch ein weiter Weg zurückzulegen : wir müssen uns zunâchst mit dem 
mathematischen Ausbau der Riemannschen Geometrie, insbesondere mit 
dem gegenüber beliebigen Transformation en invarianten Tensorkalktil ver- 
traut machen und dann, zu den Problemen der Zeit übergehend, die 
Lehren der speziellen Relativitâtstheorie entwickeln. 

§ 13. Bildung von Tensoren i. Stufe durch Différentiation. 

Wir beginnen damit, un ter den allgemeineren Vorstellungen vom Raum, 
die wir uns gebildet haben, die Geometrie und Tensorrechnung zu be- 
gründen. Wir beschrânken uns aber nicht auf die spezielle Dimensions- 
zahl 3. Wir nehmen also an, die Lage jedes Punktes im Raume 
kônne durch Angabe von n Koordinaten Xi charakterisiert werden; jede 
dieser Koordinaten ist eine stetige Ortsfunktion im Raum. Ist irgend 
ein anderes System von n Koordinaten, so hangen die alten und neuen 
Koordinaten desselben Punktes gesetzmaBig durch stetige Tranformations- 
formeln 

(17) Xi = X{{x*xt . . .xt) {i — 1, 2, . . . ,n) 

zusamraen. Der Euklidische Raum ist dadurch gekennzeichnet, daB in 
ihm auf Grund innerer Beziehungen, die zwischen den Punkten bestehen, 
der Koordinatenbegriff so spezialisiert werden kann, dafi der Übergang 
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zwischen den verschiedenen Koordinatensystemen durch lineart TraOS- 
formationen dargestellt wird. Hier setzen wir nur voraus, daB der Koor- 
dinatenbegriff so weit eingeschrânkt ist, daB die in den Transformations- 
formeln (17) auftretenden Funktionen von « Argumenten stetig différé»- 
tiierbar sind und eine von o verschiedene Funktionaldeterminante be- 
sitzen. Das besagt, dafî im Unendlichkleinen die î^-dimensionale affiné 
Geometrie gilt, daB nâmlich zwischen den Diiferentialen umkehrbar-ein- 
deutige lineare Transformationsforraeln bestehen 

(18) dxi == do^ -J- . . . dîn dx%^ 

deren Koeffizienten aik aber keine Konstante sind, sondern stetig ver 
ânderlich von Ort zu Ort. Genügt der Übergang von einem i. zu eine» 
2. Kooxdinatensystem dieser Forderung, so auch der umgekehrte Übet 
gang vom 2. zum i.; genügt aucb der Übergang vom 2. zu einem 2 
Koordinatensystem dieser Forderung, so gleichfalls der Übergang vom 1 
zum 3. Die Annahme einer solcben Einschrânkung müssen wir machei 
damit das Operieren mit Differentialen überhaupt einen Sinn hat. 

Ist F ein bestimmter Punkt mit den Koordinaten so haben W' 
die Differentiale dxi als die Komponenten einer infinitesimalen VenchUbufi 
aufzufassen, die den Punkt P in den unendlich benachbarten Punkt ta 
den Koordinaten X{-+dxi überführt. Die infinitesimalen Verschiebuoge 
werden für die Entwicklung des Tensorkalküls die gleiche RoUe tibe 
nehmen wie die Verschiebungen in Kap. I. Es ist aber zu beachten, di 
hier eine Verschiehung wesentlich an einen Punkt P gebunden ist, dafi 
keinen Sinn hat, von den infinitesimalen Verschiebungen zweier versdbi 
dener Punkte zu sagen, sie seien gleich oder ungleich. Mau kônntô 
freilich auf die Festsetzung verfallen, infinitésimale Verschiebungen zwd 
Punkte gleich zu nennen, wenn sie dieselben IComponent en haben; aber a 
dem Umstand, daB die in (18) keine Konstante sind, geht hervori di 
wenn dies in einem Koordinatensystem der Fall ist, es in einem ande 
Koordinatensystem keineswegs zu gelten braucht. Wir kônnen demni 
nur von der infinitesimalen Verschiebung eines Funktes^ nicht abar ^ 
in Kap. I des ganzen Raumes sprechen; infolgedessen auch nicht v 
einem Vektor oder Tensor schlechthin , sondern von einem Vektû^r o< 
Tensor in einem Punkte P, Wir verstehen darunter eine lineare, bilmei 
trilineare, . . . Form einer oder zweier oder dreier . . . willkürlicher 
finitesimaler Verschiebungen des Punktes P\ eine solche Form hat 
Benutzung eines bestimmten Koordinatensystems bestimmte Koeffizi^l 
welche die (kovarianten) Tensorkomj>onente?t heiBen. Die Mdglichkeit die 
Begriffe beruht auf dem Umstande, daB der Übergang von einem 1 
andern Koordinatensystem für die Differentiale in einer lineare» Xra 
formation sich ausdrtickt. Die ganze Tensor algeh 7 'a laBt sich jeU^t v 
stândig ungeândert übertragen, wenn wir annehmen, dafi im Puiahti 
ein nicht-ausgearteter symmetrischer Tensor 2. Stufe als metrischer 
mentaltensor ein für allemal gegeben ist. Wir setzen in der Tat 
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daB dies für jeden Punkt P der Fall ist, daB unserm Raum durch eine 
positiv-definite qtiadratische Differentialform 

( 19 ) ^gikdxjdxk 



(mit stetigen Koeffizienten gik] eine Maôbestimmung aufgeprâgt ist. Wie 
früher kônnen wir die infinitésimale Verschiebung eines Punktes P selber 
als einen Vektor in P betrachten, von dem die dxt die kontravarianten 
Komponenten sind, wàhrend seine kovarianten durch gik dxk bestimmt 

k 

werden. Auch die feinert Syste?nafik der Tensoren kann hier ungeàndert 
benutzt werden. Ein Tensorfeld^ z. B. ein Flachentensorfeld 2. Stufe 
im Raunae ist gegeben, wenn jedem Punkte P ein Tensor in F von dieser 
Stufe zugeordnet ist Benutzen wir zur analytischen Darstellung ein be- 
stimmtes Koordinaten System, so werden wir no ch voraussetzen , daB die 
Tensorkomponenten stetige Funktionen der Koordinaten des Punktes P 
sind; zufolge der Annahme tiber den Zusammenhang zwischen den ver- 
schiedenen Koordinatensystemen ist dies eine invariante, vom Koordinaten- 
system unabhângige Voraussetzung*). Die Metrik beruht auf einem Linien- 
tensorfeld 2. Stufe. 

Ist jedem Wert eines Parameters s ein Punkt P=P(s] in stetiger 
Weise zugeordnet, so ist, wenn wir s als Zeit deuten, damit eine »Be~ 
wegung« gegeben; wir wollen diesen Nam en in Ermànglung eines andern 
Ausdrucks in rein mathematischem Sinne auch dann anwenden, wenn 
wir uns einer solchen Deutung des Parameters s enthalten. Bei Benutzung 
eines bestimmten Koordinatensystems erhalten wir eine Darstellung 

(20) Xz — 

der Bewegung durch n stetige Funktionen von denen wir annehmen, 

daB sie nicht nur stetig, sondern stetig differentiierbar sind. Zugleich 
ist (20) eine Parameterdarstellung der >Bahnkurve« der Bewegung. Beim 
Übergang vom Parameterwert s zu s d s erfâhrt der zugehôrige Punkt 
P eine infinitésimale Verschiebung mit den Komponenten dxi, Dividieren 
wir diesen Vektor in durch ds^ so erhalten wir die »Geschwindigkeit«, 

dxi 

einen Vektor in P mit den kontravarianten Komponenten . Die 

ds 

Geschwindigkeit ist von Hause aus ein kontravarianter Vektor; erst 
auf Grund der Raummetrik kônnen wir seine kovarianten Komponenten 




dxk 

ds 


*) Bei Entwicklung der Tensoranalysis müssen wir übrigens nicht nur Stetîgkeit, son- 
dera auch Differentiierbarkeit der Komponenten postulieren, was weitergehende Ein- 
schrânkungen des Koordinatenbegriffs verlangt; aber wir wollen uns nicht mit solchen 
Skrupeln aufhalten (wiewohl man sie keineswegs Icicht zu nehmen hat; diese Schwierig- 
keiten entspringen aus der begrifflich dunklen Natur des Kontinuums). 
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bilden. Das Quadrat der GrôBe der Geschwindigkeit ist wie bei jedem 
Vektor durch die Invariante 




y (ïûC£ 

^ ds ds 

ik 


; ^UitÛ = 


gegeben. Die Parameterdarstellung einer Kiirve kônnen wir insbesondere 
so wâhlen, daô diese GrôBe identisch in s gleich i wird; der Parameter s 
bedeutet dann die von irgendeinem Anfangspunkt auf der Kurve aus ge- 
rechnete Bogenlânge. Bei solcher Parameterwahl bezeichnen wir den Vektor 
Geschwindigkeit als die »Richtung« der Kurve. 

Ist cp ein gegebenes Skalarfeld im Raum und bedeiiten Xi und irgend 
zwei Koordinatensy sterne, so wird in dem einen und andern das Skalar- 
feld sicb durch eine Funktion der xt bzw. xf darstellen: 


cp—/(x^x^ ...x„} =f*{x*x*...x%}. 

Bilden wir den Zuwachs von cp bei einer infinitesimalen Verschiebung 
des Argumentpunktes, so kommt 






Daraus geht hervor, daB die ^ die ' kovarianten Komponenten eines 

0 X£ 


Linientensorfeldes i. Stufe bilden, das in einer von jedem Koordinaten- 
system unabhàngigen Weise aus dem Skalarfeld cp entspringt. Hier haben 
wir ein einfaches Beispiel zum Begriff Vektorfeld; zugleich zeigt sich^ 
daB die Operation »grad< auch in der jetzfzu entwickelnden aUgemeinen 
Tensoranalysis ihre Bedeutung behâlt, daB sie invarianten Charakter trâgt 
nicht nur gegenüber Imearen, sondern beliebigen Koordinatentransfonna- 
tionen. 

Das ist aber allgeraein mit dem in Kap. I, § 8 betrachteten ProzeS 
der » Différentiation « keineswegs der Fall, und die Tensoranalysis gestaltet 
sich im Riemannschen Raum etwas verwickelter als im Euklidischen* 
Sind Z. B. fî die kovarianten Komponenten eines Vektorfeldes, so nahmen 
wir damais einen willktirlichen Vektor mit den vom Or te unabhàngigen 
(kontravarianten) Komponenten zu Hilfe und bildeten den Gradienten 
von dies ftihrte ohne weiteres deshalb zum Ziel, weil ein Vektor, 


der in einem Koordinatensystem konstante Komponenten besitzt, diese 
Eigenschaft in jedem anderen, das aus ihm durch lineare Transformation 
hervorgeht, behâlt Hier trifft das aber nicht mehr zu. 

Trotzdem wird uns auch jetzt dieses Verfahren- gute Dienste leisten. 
Es steht in engster Beziehung zu dem von Cauchy begründeten fomialen 
Kalkïil mit Differentialen, Wir betrachten Funktionen H[z^ Zn) von n 
unabhàngigen Variablen Zi, Nachdem wir ein willkürliches System von 
n Zahlen 



d={d\ d% d^] 


§ 13. Bildung von Tensoren i. Stufe durcli Différentiation. 
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ÙX,n 


gewâhlt, definieren wir allgemein 

Û^x 0^2 ^Zn 

Für dieses sog. >Difîerential«, das nun aber nichts mit >unendlichkleinen« 
GrôBen zu tun hat, gelten, wenn ZT, ZT' irgend zwei Funktionen der Zi 
sind und a eine Konstante, die Rechenregeln 
(2i) d[H+ H^) == dH\ d[aB)^ a^dH, 

d[H^H^) = H^dH^ + ZT'* dH. 

Für die zî selber gelten nach unsern Festsetzungen die Formeln dzi = d\ 
(21) sind spezielle Fâlle des folgenden allgemeinen Gesetzes: wenn 
jCg, Xtn irgendwelche Funktionen von z sind, so ist das Differential 
einer irgendwie ans ihneti zusammengesetzten Funktion 

/(^I, •••, ?»): 

Wàhlen wir ein zweites System von irgend n Zahlen 

5 = ((î', n 

so kônnen wir, wie von der Funktion H das Differential dZT, so won 
der Funktion dH der Argumente z das Differential 

= 2 ^ ^ 

^ lzi\^ Izk j ^ 

bilden. Es ist, wie man sieht, 

(23) ôdH=dôH. 

Für unsere Zwecke kônnen wir von diesem Kalkül folgenden Gebrauch 
machen. Wir gehen aus von einera bestimmten Koordinatensystem z^. 
Die Koordinaten X£ irgend eines andern Systems sind zufolge der Trans- 
formationsformeln Funktionen der z. Die nach dem Cauchyschen Kalkül 
gebildeten Differentiale dxi = sind laut Définition die kontravarianten 
Komponenten eines Vektorfeldes im :x:-Koordinatensystem , dessen Kom- 
ponenten im 5:-System die konstanten^ vom Orte unabhangigen Werte 
haben. Hier haben wir den Anschlufi an unser früheres Verfahren. Man 
kann die Zahlen d^ so wâhlen (auf eine und nur eine Weise) , daû die 
dxi an einer gegebenen Stelle P beliebige Werte erhalten. Bezeichnen 
die X* ein anderes Koordinatensystem, so sind die xf gleichfalls Funk- 
tionen der Zj und ihre Cauchyschen Differentiale dxf hângen mit den dx£ 
durch die Transformationsformeln (18) zusammen. — Wir leiten noch- 
mals den Gradienten ab. Ist (p ein Skalarfeld, so sei 

(p — (p (Zj z, • • • z„) =f[x^ X^--- a:„) =/* (x*xl • • • jcJ) . 

Die Zi nehmen wir als unabhângige Variable; dann ist im Sinne Cauchys 
nach (22): 
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Nun aber kônnen wir weiter kommen. Liegt ein Vektor/eld vor, 
dessen kovariante Komponenten in 2: mit in x mit fy in x* mit/? 
bezeichnet seien^ so bilden wir die Invariante 

dep = (fid^ — fidxi = fi dx^, 

Dabei sind die z als unabhângige Variable und die Bezeichnungen im 
Cauchyschen Sinne zu nehmen; auch soll von jetzt ab unsere alte Fest- 
setzung über Fortlassung von Summenzeichen wieder in Kraft treten. 
Wir bilden 

àâcp — 6fr dxi-\- fiôdxi 

= d Xi ôxk-{- fî à dxî. 

OXk 

Das Auftreten des zweiten Gliedes auf der rechten Seite ist widbtîg. 
Wir bekommen also die Gleichnng 

dxi àxk-\- fî àdxi = dxi ôx%-\- ff ôdx^. 
oxk àxjc 

In dieser Gestalt liefert sie uns eben wegen jenes stôrenden Terms mit 
den Differentialen 2. Ordnung, deren Sinn durchaus von dem zugrunde 
gelegten System der unabhângigen Variablen z abhângt, keine Invariante. 
Bilden wir aber in der gleichen Weise dôcp und subtrahieren , so folgt 

wegen dôxij . 


d Xi à Xk = 


dxfôx%. 


° ôdxi = dôxij ôdxf = ddxf : 

Hier ist nun das Koordinatensystem der unabhângigen Variablen elimi** 
niert, und wir erkennen, daB 

^fz ^ 

h Xk ô Xi 

die kovarianten Komponenten eines Flâchentensors i. Stufe sind, der aus 
dem gegebenen Linientensor i. Stufe auf eine vom Koordinatensystem 
unabhângige Weise hervorgeht: die rot ist gegenüber beliebigen Trane- 
formationen, nicht nur gegenüber linearen, invariant. 

Auf die gleiche Art kônnen wir die nâchste Stufe erklimmen. ^ 
liege das Feld eines Flâchentensors i. Stufe vor; seine kovarianten Kom^* 
ponenten in x und x* seien fa, /â- Wir gehen ans von der 
Invariante 

Sdq) = (pikd^ô^ = fik dxi ôxk =fà dxf ôx% 
und bilden für ein drittes System konstanter Grôfîen (b = b*, b®, b^): 

{ O bA/Z/Vl z/'V’. A 'V' r. 'V? —1— ( ■fji. /7 'V' • A -V z. —L. -f-r. //'V*. S A 


\>Sdcp 


{fik b dxi ô Xk + fik dxi b <5 .. 


Nehmen wir hier die drei zyklischen Vertauschungen der Dififerentiale 
d^ ô und b vor und addieren, so kommt unter geeigneter Ânderung der 
Indizesbezeichnung 

bôdip + dbdcp + d^bfjp = dxiôxk b:r/, 


§ 14 - Geodâsîe im Riemannschen Raum. 


91 


da die sechs Summanden , welche aus den in (24) eingeklammerten 
Zusatzgliedern entspringen, wegen der Relationen 


fîk J 

^dxî = dàxi^ hôxt = dhxi = 

sich zu je zweien gegenseitig zerstôren. Daher ist 


bdx£ 


\hx£ bxj^ ^xi 


i) {/jf + ô 4 + h S) 


und wir sehen, daB 

^fli ^ fîk 
^xj^' bx£ 

die kovarianten Komponenten eines Raumtensorfeldes i. Stufe bilden, das 
in einer von jedem Koordinatensystem unabhângigen Weise aus dem 
Flâchentensorfeld entspringt. 

Man beachte, wie sich hier die feinere Systematik der Tensoren be- 
wâhrt. Die dargelegte Méthode führt uns zu der Differentialanalysis der 
(Linien-, Flâchen-, Raum-, . . .) Tensoren /. Stufe ^ aber nicht weiter. 
Für diesen Teil der Tensoranalysis ist es charakteristisch, dafî sie nodi 
von jeder Metrik des Raumes unabhàngig ist; der metrische Pundamental- 
tensor gîk tritt überhaupt nicht auf. Für die übrigen Operationen der 
Tensoranalysis trifft das nicht raehr zu; in sie gehen die gîk oder viel- 
içehr deren Ableitungen in eigentümlicher Weise ein, eine Erscheinung, 
die naturgemàB in dem »linearen« Tensorkalkül, in welchem die gîk vom 
Orte unabhângige Konstante sind, noch nicht zur Geltung kommt. 

§ 14. Geodâsie im Riemannschen Raum. 

Die geradlinigen Koordinaten in der Euklidischen Geometrie sind 
wesentlich dadurch gekennzeichnet, daB bei ihrer Benutzung die metrische 
Fundamentalform konstante Koejîfizienten ga bekommt. In der allge- 
meinen Riemannschen Geometrie existiert ein solches Koordinatensystem 
nicht ; wohl aber gibt es zu jedem Punkt P Koordinatensysteme Xi von 
der Art, daB für sie im Punkte P die Komponenten giu des Fundamental- 

tensors stationar werden = o j , Wir sprechen dann von einem 

geodàtischen Koordinatensystem in J*. Der leitende Gedanke bei der 
Weiterführung der TenSorrechnung ist nun der, zu unabhângigen Variablen 
Zî nicht mehr ein beliebiges, sondern ein in P geodâtisches Koordinaten- 
system zu benutzen. 

Um ein solches System môglichst einfach zu konstruieren und die 
weiteren Rechnungen in durchsichtiger invarianter Form durchführen zu 
kônnen, erweist sich folgende Hilfskonstruktion als zweckdienlich. Es 
liege ein Vektorfeld vor mit den kovarianten Komponenten den kontra- 
varianten Dann ist 


Weyl, Raum, Zeît, Materie. 
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eine Invariante. Wir bilden ihren Gradienten; es ist 
ff ^ M + fi . ^ 

(^5) 

i.£\ ïÆ^ — e.M!_i_ .er tî. 




(“’i = s + J “ 5' s - * ^ 

Wir beniitzen hier den zweiten Ausdruck. Durch Multiplikation des 
riàchentensors i. Stufe 

hxji: hX£ 

mit und Verjüngung nach k erhalten wir den Vektor mit den kova- 
rianten Komponenten 


pi _ JEJL 
^ \lXH ^Xi) ’ 


durch Addition desselben zu (27) aber den Vektor 

Wir formen seine Komponenten Xî noch dadurch um, daB wir tiberall, 
auch im ersten Glied, die kontravarianten Komponenten von | benutzen 
— vgl. die analoge Umrechnung (25), (26) — : 

Wenn wir hier Symmetrie in bezug auf r und s herstellen und zu den 
kontravarianten Komponenten von X übergehen, so werden wir dazu ge*- 

drângt, die GrôBen »Christoffelschen Dreiindizessymbole^f 

einzuführen durch die Gleichungen 

/ ov I [r si 

=fe + ôi^~^) = L d’ 


und erhalten 


-r;i' 




Der durch diese Formel dargestellte Zusammenhang zwischen den Vek- 
toren ^ und X ist unabhangig vom Koordinatensystem. 


§ 14 - Geodâsie im Riemannsclien Raum. 
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Bevor wir weiter gehen, môgen noch einige Bemerkungen über die 
Dreiindizessymbole Platz finden. Gegenüber linearen Transforinationen 

besitzt Tensorcharakter, und zwar kovarianten in bezug auf aile 


drei Indizes. Mit Rücksicht darauf und auf den Zusammenhang zwischen 
den >eckigen« und »geschweiften« Klammergrôfîen wâre die Bezeichnung 



angemessen. — Durch Umkehrung der Gleichungen (28) lassen sich leicht 
die Ableitungen der gik aus den Indizessymbolen berechnen; es gilt 



Ein geodâtisches Koordinatensystem kann demnach durch das Verschwin- 


den der sàmtlichen Grôfien 



oder auch der sàmtlichen 



charak- 


terisiert werden. Die Christoffelschen Dreiindizessymbole werden in den 
folgenden mathematischen Entwicklungen wie auch spàter in den physi- 
kalischen Anwendungen eine hervorragende Rolle spielen; es mag gleich 
hier verraten werden, daB sie in der Einsteinschen Théorie, nach der 
die Gravitation dem Raum seine MaBbestimmung aufprâgt, die Bedeu- 
tung der Komponenten des Gravitationsfeldes haben. 

DaB an einer Stelle P die Komponenten verschwinden , ist eine 
invariante Eigenschaft des Vektorfeldes die wir durch die Worte aus- 
drücken wollen: das Vektorfeld ^ ist im Punkte P geodâtisch. Dann 
gilt der Satz: 

Das Koordinatensystem xi ist an der Stelle P dann und nur dann 
geodâtisch, wenn jedes Vektorfeld, das in diesem Koordinatensystem 
konstante Komponenten besitzt, im Punkte P geodâtisch ist 

Demi für jedes Vektorfeld mit konstanten Komponenten ist 





daraus geht unsere Behauptung hervor. 

Seien Zi^ X£ irgend zwei Koordinatensysteme. Wir wâhlen ein Vektor- 
feld mit den konstanten (kontravarianten) Komponenten P' in z] dx£ 
seien seine Komponenten in x* die Z£ fungieren als unabhângige Variable. 
Es ist jetzt 

und die Gleichungen (30) lauten: 

P Xi + I I dxr dxs = X* . 


7 * 


(32) 
Daher : 
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Benutzt man die Koordinaten Z{ als unabhângige Variable und is 
Xi irgendein Koordinaten System, so ist das erste dann und nur dann in 
Punkte P geodâtisch, wenn daselbst im Sinne Cauchys die Gleichungei 


(33) 


(P Xi ’-j— 



â Xy dxs ~ " • ' 


O 


(identisch in den DifFerentialen der unabhângigen Variablen) bestehen. 

Zunâchst erhalten wir daraus sehr einfach die Konstruktion einei 
geodâtischen Koordinatensystems Zi für den Punkt P, Sind-nâmlich x 
beliebige Koordinaten, die im Punkte P die Werte haben, und be- 


deuten 



die Werte der Indizessymbole 


daselbst, so brauchen 


wii 


nur die Transformation 

Xi — xl = Zi 



ZrZ, 

O 


auszuführen. Für Zi^ o ist dann in der Tat, wenn die Zi als imab 
hângige Variable fungieren, 

Xi ^ Xi , d Xi — ' dzi , d Xi — - ^ ^ dzpi’ d Zÿ . 

Es bestehen somit die Gleichungen (33). 

Vor allem aber ist in unserm Satz foigende Tatsache ausgesprochei 
Benutzt man Koordinaten, die für P geodâtisch sind, als unabhètngi| 
Variable, so gelten in jedem Koordinatensystem die Gleichungen (33) j 
der Stelle P. Wir kônnen dies Ergebnis noch verallgemeinern , wei 
wir ein zweites Vektorfeld ô einführen, das in den unabhângigen Variabl 
die konstanten Komponenten hat, Dann gilt im Punkte P auch 


(34) 




7l 


dXr 


Denn wegen ôdxi= dôxi ist die linke Seite eine symmetrische Bilitie 
form der d^ und d*; da die zugehorige quadratische Form, welche i 
ihr durch die Identifizierung der d* mit den d^ entspringt, identisch 1 
schwindet, muB sie selber auch verschwinden. 

Die Gleichung (34) lehrt folgendes: Sei im Punkte P ein Vektoi 
gegeben; tvir geben durch die infinitésimale Verschiebung ôxi zum Nfi 
barpunkt P^ über, Ordnen wir diesem Punkte P einen Vektor 
der in dem für P geodâtischen Koordinatensystem die gleichen Kon 
nenten besitzt wie der gegebene Vektor im Punkte P^ so gilt 

(3S) = — |y } 

Diese Bedingung ist, wie man aus (35) sieht, worin das betr. geodâtl 
Koordinatensystem gar nicht eingeht, unabhângig von der Wahl dcssc 
und durch (35) sogleich für ein beliebiges Koordinatensystem formu 
Die durch (35) definierte Variation von ^ beim Übergang von JP 35 
hat demnach invariante Bedeutung; durch sie wird, wie man sich ij 


j 




gemâfi ausdrücken wird, der ursprüiïgliche Vektor ungeàndert von P 
nach verpflanzt, er wird paralUl mit sich von P nach P^ verschoben. 
Damit sind wir zu dem invarianten Grundbegrifif^) gelangt, von dem ans 
der Aufbau des vollstândigen Tensorkalküls sich mühelos vollziehen lâfît. 
Benutzen wir in P ein geodâtisches Koordinatensystem , so .bleiben bei 
einer infinitesimalen Parallelverschiebung ô nicht blofî die kontravarianten 
Komponenten sondern auch die kovarianten ^ ^ ungeàndert, 

I da ja in einem geodâtischen Koordinatensystem = o ist. Sind 
: also 7 ]^ zwei Vektoren im Punkte P^ so bleibt bei einer gemeinsamen 

infinitesimalen Parallelverschiebung ihr invariantes skalares Produkt 

f ^^rii= ^irf = 

erhalten. Wenden wir dies erstens an auf den Fall rj = ^ und zweitens 
I auf die beiden Vektoren ^ und rj, so kônnen wir diesen Satz anschau- 
licher dahin aussprechen, dafî bei einer infinitesimalen Parallelverschiebung 
die Lângen der beiden Vektoren und der Winkel, den sie miteinander 
einschlieBen, erhalten bleiben. Ebensowenig werden durch sie natürlich 
I: die zwischen zwei, bzw. drei Vektoren Ç bestehenden Beziehungen 

^ rf = a ‘ ^ ^ + 7^2 (oj eine Konstante) 

f zerstôrt. Aus der Gleichung ô [^irf] = o für eine Parallelverschiebung ô 
ergeben sich noch die Formeln für die Zuwàchse ô^i der kovarianten 
j, Komponenten bei diesem ProzeB: 

d = V' ^ Sz + êz à rf 

I = , 

î also 

ï (36) <Î?Z== 



Natürlich gelangt man zu dem gleichen Ergebnis durch Umrechnung von 
(35) kovarianten Komponenten. 

Ist eine Kurve in Parameterdarstellung X£ = Xi{s) gegeben und in 
ihrem Anfangspunkt ein Vektor, so kônnen wir diesen làngs der ganzen 
Kurve parallel mit sich verschieben. Es entspricht dann jedem Para- 
meterwert s nicht nur ein ^unkt P =P[s)^ sondern gleichzeitig ein 
Vektor in diesem Punkte P[s)^ und zwar in solcher Weise, 

dafi die Gleichungen 

ds 1 2 j ds 

bestéhen. Durch sie, die invarianten Charakter besitzen, werden in der 
Tat nach bekannten Existenztheoremen über Differentialgleichungen die 
Funktionen bei gegebenen Anfangswerten eindeutig bestimmt. Der 
Vektor behâlt bei der Verschiebung konstante Lange. Die Bedingungen 
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(35) für eine infinitésimale Parallelverschiebung sind in dem Sinne »mcht 
integrabeU, daS ein Vektor im allgemeinen hei Farallelverschiebung làngs 
einer geschlossenen Kitrve nicht in seine Ausgangslage zurückkehrt, Auf 
diesen Umstand werden wir im § 16 genauer eingehen. Es stellt sich 
heraus, daB nur in der Euklidischen Geometrie allgemein Integrabilitat 
statthatj und gerade darin liegt die invariante Charakterisiening der Eu- 
klidischen Geometrie. 

Aile unsere Betrachtungen gelten so gut für eine indefinite wie für 
eine definite quadratische Grundform, wenn sie nur eine von o verschie- 
dene Déterminante besitzt. üm sich aber geometrisch ausdrticken zvl 
kônnen, ist es bequem, sich auf den zweiten Fall zu beschrânken. Für 
eine Kurve kônnen wir dann, indem wir die Bogenlânge als Parameter 
benutzen, eine Darstellung Xi{s) geben, für weiche der Vektor mit 

den Komponenten ^ = w* die Lange i hat; ihn haben wir die Rich- 

tung genannt. Àndert sich die Richtung einer Kurve làngs derselben iiicht^ 
sondern wandert parallel mit sich fort, so heiBt die Kurve eine geodâ-' 
tische Linie, Sie ist das naturgemâBe Analogon der Euklidischen Geraden 
in der allgemeinen Riemannschen Geometrie; denn die kennzeichnendste 
Eigenschaft der geraden Linie ist eben die, daB sie ibre Richtung un- 
geândert einhâlt. Die Differentialgleichungen der geodàtischen Linie 
lauten 


(37) 


d^Xt 

‘17 


h l\ dxk dxi . 

i ) ds ds 


In einem Punkte, in welchem das zugrunde liegende Koordinatensystem 

d'^Xi 

geodâtisch ist, reduzieren sie sich auf 


ds^ 


O. 


Indem wir zum Ausgang der Untersuchungen dieses Paragraphen zurück- 
kehren, sei zum Schluô noch eine Bemerkung über die > geodàtischen 
Vektorfelder« hinzugefügt. Wir pflegen jedes Vektorfeld 


graphisch darzustellen durch Zeichnung der >Feldlinien« (der >Kraft- 
linien« im Falle eines Kraftfeldes), d. i. derjeiiigen Linien, die durch die 
Differentialgleichungen 

dxi J.. / V 


bestimmt werden. Bei Einführung dieser Linien gehen die charakteristischen 
Gleichungen — o eines geodàtischen Feldes über in (37); d. h. die Feld- 
linien eines überall geodàtischen Vektorfeldes sind geodâtische Linien, 
und das Feld hat làngs jeder solchen Feldlinie konstanten Betrag (da- 
durch ist es aber auch vollstândig gekennzeichnet). Im übrigen ist dieser 
Begriff des geodàtischen Feldes nur ein Hilfsbegriff, dem keine erhebliche 
systematische Bedeutung zukommt. 


m 


f 


§15. Allgemeîne Teusoranalysis. 
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§ 15. Allgemeine Tensoranalysis. 

Nunmehr ist es aber an der Zelt, zu schildern, wie auf Grand des 
invarianten BegrifFs der Parallelverschiebung der absolate Differentialkalkül, 
von dem ein erstes Stück in § 13 ausgeführt wurde, vollstândig begründet 
werden kann, Wîr wahlen als Beispiel ein durch seine kovarianten Kom- 
ponenten gegebenes Tensorfeld 2. Stufe Symmetrie braucht nicht 

vorausgesetzt zu werden. Wir nehmen im Punkte F irgend zwei Vek- 
toren rj und bilden die Variation, welche die Invariante bei 

der infinitesimalen Verschiebung ô erleidet, die den Punkt F m F^ über- 
fübrt, falls dabei die Vektoren § und rj »ungeândert«, parallel mit sich 
von F nach F* verpflanzt werden. Dafür finden wir 

à[(pikï^rf) = . 

Die letzten beiden Summanden sind geinâfi der Bedingung der Parallel- 
verschiebung 

= — 1'^/} ï’' àxi — rfàxi. 

Indem wir die Indizes an ^ und rj in den drei Summanden zur Überein- 
stimmung bringen, erhalten wir für jene invariante Variation einen Wert, 
der sich als eine trilineare Form von ôxi darstellt mit den 

K-oeffizienten 



Die xpikj sind somit die kovarianten Komponenten eines Tensors 3. Stufe 
(im erweiterten Sinne), der durch den Tensor cpik unabhângig vom Ko- 
ordinatensystem bestimmt ist. 

Auf dem gleichen Wege und in demselben Sinne erhàlt man aus einem 
Vektor mit den kovarianten Komponenten q>i einen Tensor 2. Stufe 



Aber auch bei Benutzung zum Teil oder vollstândig kontravarianter 
Komponenten lassen sich diese invarianten Differentialoperationen direkt 
ausftihren, ohne dafî es nôtig wâre, sie aus den kovarianten durch müh- 
sames Umrechnen herzuleiten. Nehmen wir das letzte Beispiel! Es ist 
(unter ^ wiederum einen Vektor im Punkte F verstanden, der bei der 
auszuführenden Verschiebung d ungeândert mitgeht) 

Einerseits ist nun nach (35) 
anderseits nach (36) 
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Der durch (I) gegebene invariante Zusammenhang zwischen dem Vektor q) 
und dem Tensor xp lâfit sich daher auch in die Formeln fassen 

C') ’t'‘ = à,+ l ilf'- 


Statt (II) findet man auf die gleiche Weise auch 






Verjüngen wir (F) nach i und Âj (II'), (II") aher nach z und / und 
ersetzen darin hernach den Index k durch z, so erhalten wir: 


cp^î — 


die Invariante | J 


den Vektor 




9 " + 


Für die hierin immerfort auftretende Summe 




làBt sich ein bemerkenswerter einfacher Ausdruck angeben. Betrachtet 
naan in der Déterminante g der Elemente gijk die ga als unabhângige 
Variable, so ist die Ableitung der Déterminante nach dem Elément 
die 2U diesem Elément adjungierte Unterdeterminante, also 
so daB bei beliebiger Variation der Elemente die Formel gilt 

(38) 

O 

Summiert man das Produkt gikg^^ zunâchst nur über /è, so ergibt sich 
I gemàB den Beziehun^en, die zwischen den Koeffizienten zweier zu- 
einander inversen linearen Transformation en giX: und g^^ bestehen. Summiert 
man auch noch über 2, so erhalt man demnach den konstanten ganz- 
zahligen Wert n. Daher ist 

^ Ôgii) — O , 

ik 


und neben (38) gilt die Formel 


= —gikàg^^, 



§ 15 * Allgemeine Tensoranalysis, 
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von der wir spâter gelegentlich Gebrauch machen werden. Jetzt aber 
schlieJBen wir aus (38) zunâchst 




1 (ir 


_ I 

i 2 J Ô "j / ^ b Xy' 

Damit crgibt sich für (Iq) die einfachere Formel 

(m) ■ 4= 

' Yg hxî 


(m) 

und für (Ho 
(IV.) 


Ist schiefsymmetrisch, also ein Flâchentensor i. Stufe, so fâllt in der 
letzten Formel das zweite Glied fort. 

Wir bilden die Tensoren (II") und (IV^) insbesondere für 
Benutzen wir im Punkte P ein geodâtiscbes Ko or dinaten System zur Aus- 
. rechnung, so finden wir, dafi die Komponenten dieser Tensoren dort ver- 
schwinden, da ja in éinem solchen Koordinatensystem die Ableitungen 
der gik und somit auch der aile = o sind. Wenn aber die Kompo- 
nenten eines Tensors in emem Koordinatensystem verschwinden, so tun 
sie es in jedem andern. Wir kommen so zu den Identitâten, von denen 
wir bei spâteren Rechnungen in der Gravitationstheorie Gebrauch zu 
machen denken : 


(40) 


Ÿg 

{41) 



+{ 7 k-=°. 





Der absolute Differentialkalkül ist bereits in der Euklidischen Géo- 
métrie von groBem Nutzen, wenn man Rechnungen nicht in einem Car- 
tesischen oder affinen, sondern in einem krummlinigen Koordinatensystem 
durchzuführen hat, wie das in der mathematischen Physik hâufig der Fall 
ist. Um diese Verwendung des Tensorkalküls zu illustrieren, wollen wir 
die Grundgleichungen für das elektrostatische Feld und das Magnetfeld 
stationarer Strôme hier in allgemeinen kruminlinigen Koordinaten hin- 
schreiben. 




Die kovarianten Komponenten Ei der elektrischen Feldstàrke leiten 
sich aus einem Potential — (p ab nach den Formeln 

(42) 

sie genügen infolgedessen den invarianten Gleichungen 

( n ^ 

^ h Xk h Xi 

Ihre kontravarianten Komponenten 
erfüllen die Gleichung 

, , j_ a {y g • £’} _ 

y g Ixi 

in welcher ç die Elektrizitâtsdichte bedeutet. Die Ausdrücke für die 
Spannungen bleiben die alten [Kap. I, GL (64)]. — Zum Beweise genügt 
die Bemerkung, dafi diese Gleichungen, so wie wir sie hingescluieben 
haben, absolut invarianten Charakter besitzen, für ein Cartesisches Ko~ 
ordinatensystem aber in die früher aufgestellten Grundgleichùngen über- 
gehen. 

Das Magnetfeld stationârer elektrischer Strdme ist ein Flâchentensor 
I. Stufe; Hik seien seine kovarianten, 

seine kontravarianten Komponenten. Er leitet sich aus einem Vektor- 
potential q)i ab: 

(«) 

und dater ist 

, „ hffki , ÔÆ , ^Hik 

Sind ferner / die kontravarianten Komponenten des Stromvektors, so gilt 
auBerdem 

'«> 

Man spezialisiere diese Formeln z. B. für deiiFall der Kugel- und Zylinder- 
koordinaten; das ist ohne weitere Rechnungen môglich, sobald man den 
Ausdruck von des Abstandsquadrats zweier Nachbarpunkte, in jenen 
Koordinaten besitzt, den man durch eine einfache infinitesimal-georaetrische 
Betrachtung gewinnt. 

Von grôBerer prinzipieller Wichtigkeit ist aber dies, dafi wir. in (4a) 
bis (45) die Grundgesetze des stationaren elektromagnetischen Feldes 
bereit haben für den Fall, dafî wir aus irgendwelchen Gründen genôtigt 
wâren, die Euklidische Geometrie für den physikalischen Raum aufzugeben 
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und durch eineRieraannsche Geometrie mit anderer metrischer Fundamental- 
form zu ersetzen. Denn auch un ter solchen allgemeineren geometrischen 
Verhâltnissen stellen unsere Gleichungen wegen ihrer invarianten Natur 
»objektive«, von jedem Koordinatensystem unabhàngige Aussagen über 
den gesetzmâfîigen Zusammenhang zwischen Ladung, Strom und Feld dar. 
DaB sie die natürliche Übertragiing der im Euklidischen Raum gültigen 
Gesetze des stationaren elektromagnetischen Feldes sind, darüber ist kein 
Zweifel môglich; ja, -es ist geradezu wunderbar, wie einfach und zwanglos 
diese Übertragung sich aus dem allgemeinen Tensorkalkül ergibt. Die 
Frage, ob der Raum Euklidisch ist oder nicht, ist vôllig irrelevant für 
die Gesetze des elektromagnetischen Feldes. (Die »Euklidizitât« drückt 
sich in allgemein-invarianter Form durch Differentialgleichungen 2 , Ordnung 
für die ga aus — siehe § 16 — , in diese Gesetze gehen aber nur die 
gik und deren i. Ableitungen ein!) — Eine derartig einfach e Übertragung 
ist aber, wohlgemerkt, nur für die N'ahewirkungsgesetze môglich. Die 
Herleitung der dem Coulombschen und dem Biot-Savartschen entsprechen- 
den Fernwirkungsgesetze aus diesen Nahewirkungsgesetzen ist eine rein 
mathematische Aufgabe, die im wesentlichen auf Folgendes hinauskommt: 
An die Stelle der gewôhnlichen Potentialgleichung z/ç) = o tritt in der 
Riemannschen Geometrie als ihre invariante Verallgemeinerung — siehe 
(42) und (43) — die Gleichung 



d. i. eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, deren Koeffizienten 
aber keine Konstanten mehr sind. Von ihr ist die an einer beliebig vor- 
gegebenen Stelle unendlich werdende »Grundlôsung« zu ermitteln, welche 

der Grundlôsung — der Potentialgleichung entspricht; deren Bestimmung 

T 

ist ein schwieriges mathematisches Problem, das in der Théorie der par- 
ti ellen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung behandelt wird. Die- 
selbe Aufgabe stellt sich auch schon bei Beschrânkung auf den Euklidi- 
schen Raum ein, wenn man statt der Vorgânge im leeren Raum die in 
einem inhomogenen Medium (z. B. in einem Medium mit ôrtlich verânder- 
licher Dielektrizitatskonstante) zu untersuchen hat. 

§ 16. Raumkrümmung. 

Wir haben bereits oben die Frage aufgeworfen, wann das System der 
»totalen Differentialgleichungen « (35) integrabel ist,- d. h. wann der Satz 
besteht, daB ein Vektor bei Parallelverschiebung lângs einer beliebigen 
geschlossenen Kurve zu seiner Ausgangslage zurückkehrt, und haben be- 
hauptet, da6 dies nur in der Euklidischen Geometrie zutrifft; durch das 
Bestehen dieser Tatsache ist die Euklidische Geometrie unter allen môg- 
lichen Riemannschen Geometrien in invarianter Weise charakterisiert. Wenn 
Integrabilitât stattfindet, erhalt man zu einem gegebenen Vektor im Punkte P 
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durch Paxallelverschiebung nach allen Punkten des Raumes ein Vektor- 
feld das identisch den Bedingungen (35) genügt Für 

dieses Vektorfeld bestehen dann die Gleichiingen 


Setzen wir die Integrabilitâtsbedingungen 

b /^\ _ 
hx^Xbxik/ 

an, so finden wir 


\b I / J bxk \ i }) \ 1 2 J b 


r k\ b 

i J bxh 


Führen wir darin für die Ableitungen der ^ abermals die Werte (46) eiii, 
s O erhalten wir auf der linken Seite eine Linearform der mit den 
Koeffizienten 


(47) ; 


J b Xk \ i 


r h\ \j k 


\r 


und es müssen also die Gleichungen bestehen 




Die Théorie der Differentialgleichungen lehrt, dafi diese Bedingungen auch 
hinreichend siiîd für die Integrabilitât des Systems (35). Die Gleichungen 
(48) besitzen also invarianten Charakter. Genauer aber behaupte ich, daS 
in jedem Riemannschen Ranm die in den Indizes jhk kovarianten, 
in dem Index i kontra variant en Komponentcîi emes Tetison 4. Siufe sind; 
wir sind durch unsere Fragestellung in der natürlichsten Weise auf diesen 
Riemannschen > Krümmungst€nsor<^ R geführt worden. 

Zum Beweise nehmen wir ein beliebiges Vektorfeld mit den kova- 
rianten Komponenten (fî zu Hilfe und bilden ô[(ptrf)y indem wir bei der 
infinitesimalen Verschiebung ô wie immer den Vektor rj im Punkte F 
ungeàndert mitnehmen: 

d{cpirj‘) = ifâ(p£— (pi ^J'dxh. 

Darauf bilden wir, nachdem wir für ôxh den beliebigen Vektor in 
P eingesetzt haben, von dem Ausdruck rechter Hand in der -gleichen 
Weise die Variation, die einer zweiten infinitesimalen Verschiebung d im 
gleichen Punkte entspricht. Den so entstehenden Ausdruck, in dem wir 
noch r\^ anstelle von dxk schreiben, bezeichnen wir kurz mit 
Wenn das Symbol dàrf entsprechend interpretiert wird, ist dann 

dè[cpiyf] = rf dècpi-\- drf è(pi+ àrf d (pi cpidàrf^ 




dôxfi. 
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Bilde ich in derselben Weise den invarianten Ausdruck ôd{q)irj^)j so 
kommt, da 

ddcp£= ôdcfr^ dàxjt — èdxh 

îst, durch Subtraktion, wenn D die Operation èd — dè bedeutet: 

D [(pirf) — cpiDyf = cpîrfl’'- rj^ ; 
und damit ist unsere Behauptung erwiesen. Man beachte bei dieser Ab- 
leitung wohl, da6 Cfi ein Y éktorf eld bedeutete, “ï], ^ aber Vektoren im 

Punkte P, die bei der jeweiligen infinitesimalen Verschiebung ungeândert 
mitgenommen werden; das ist wegen der Nicht-Integrabilitàt der Be- 
dingungen (35) ein wesentlicher Unterschied! 

Wir kônnen aber jetzt auch für q) einen Vektor | in P nehmen und 
haben dann in 

eine invariante Quadrilinearform. Indem wir die unabhângigen Vektoren 
als infinitésimale Verschiebungen auffassen, wollen wir noch setzen 

= d^ Xi^ 7]^' — d^Xij = d^Xif 7j^= dxi) = d^X£ 

und jene Form mit P(i 234) bezeichnen. Dann besteht zunàchst offen- 
bar die Relation 

•^(■^243) — — i?’(i 2 3 4). 

Um zu zeigen, daB auch 

P(2i3 4 ) = — P(ï 2 3 4) 

ist, gehen wir davon aus, daB bei einer infinitesimalen Verschiebung (î, 
bei welcher die Vektoren | und rj wie immer ungeândert mitgenommen 
werden, 

à — ô • rp + ô ‘ïf — O 

ist. Daraus folgt 

dô^i- + ô Si drj^ d Si ô if + d t;' = o ? 

( 49 ) 'rfD^i + = O. 

Ist anderseits cp ein Vekto^<?/^, so ist 

nicpi-rj^) = R>((p^rii), 

und wie wir die linke Seite = cpiDrf gefunden haben, so ist hier die 
rechte Seite = cp^Drji, In der so gewonnenen Relation kônnen wir 
aber dann für cp wiederum einen beliebigen Vektor S iii P setzen; wenn 
wir noch S tind rj vertauschen, ist also 

7 ]iI?S^ = rj'^’DSzj 

und damit ist unter Berücksichtigung von (49) die behauptete Gleichung 

riîDS^ = — SiDrf 
gewonnen. — Ferner gilt auch 

2 3 4) + P(i 3 4 2) + P(i 4 2 3) = O • 
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Sie besagt in anderer Schreibweise, daÊ 

{d^ 4 Xi—d^ <4 x^ + K d^Xi—d^ d^ d^x^ + « ^3 d^xi— <4 d^ 

ist. In der Tat zerstôren sicb in der Summe links je zwei Terme gegen- 
seitig, wie das durch die Haken angedeutet ist, da z. B. 

Xi = Xi 

gilt. Aus den bewiesenen Relationen i®) folgt endlich, wie wir wissen 
(§7), die weitere 

•^(1234) =F{s 4 I 2 ). 

(Man kann die entsprechenden, in § 7 angegebenen Bedingungen, denen 
die Koeffizienten genügen, auch durch direktes Ausrechnén bestâtigen.) 
Die Quadrilinearform ist demnach bereits eindeutig bestimmt durch An- 
gabe der zugehorigen quadratischen Form dx^ ô x, dx) oder 

J=^\Rîj\hkdfUf^^ 

der Flâchendifferentiale 

d f ^J = ô Xi d Xj — èxj d Xi . 


Wir haben es aiso mit einem Flachentensor 2. Stiife zu tun, dessen Kom- 
ponenten die Rtj\ hk sind. Dividieren wir J durch das Quadrat der GrdJSe 
des durch die df^-^ charakterisierten (von den Verschiebungen ô und d 
aufgespannten) Flachen éléments, so hangt der Quotient, aufîer von der 
Raumstelle nur von dem Verhaltnis der d/^'’] d. h. nur von der Stellung 
des betr. Flâch en éléments im Punkte F ab. Dieser Quotient ist die 
Krümmung des Raumes an der Stelle F in dieser Flàchenrichiung, Wenn 
der Raum metrisch homogen ist, mufi sie = konst. sein. 

Verjüngen wir R)}^]^ nach i und y, so kommt o; verjtingen wir aber 
nach i imd d. h. setzen i = h und siimmieren tiber diesen Index, so 
muB ein Linientensor 2. Stufe entstehen. In dem wir die Indizierung noch 
in geeigneter Weise abândern, kommt 


(50) 



b 

"^Xr 


{tl+C.Ht’l-Itli 


r s 
s 


Nur der erste Term auf der rechten Seite lâfît hier die Syrametrie in 
bezug auf i und k nicht unmittelbar erkennen; er ist aber 

ô Xi Ô Xj^ 


In der Gravitationstheorie wird nur dieser verjtingte > Linientensor Krimr- 
mung< Rik auftreten; Er ist ein Differentialausdruck 2. Ordnung in den 
gîk^ der die 2. Ableitungen linear enthâlt. Aus ihm kônnen wir schliefi- 
lich noch durch abermalige Verjüngung die Invariante Krimmnng^ 

R = g^^ Rik 

bilden. 

Geometrische Deutungen der Riemannschen Krtimmung ergeben sich 
ails dem Zusammenhang, in dem sie mit der Ànderung steht, die ein 
Vektor bei Parallelverschiebung làngs einer geschlossenen Kurve erfahrt. 
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Wir wollen jedoch darauf nicht nâher eingehen Doch sei es noch ge- 
stattetj kurz den einfachsten Weg zu skizzieren, auf dem man beweisen kann, 
dafi die quadratische Krümmungsform J nur fur die Euklidische Geometrie 
verschwindet Wenn J= o ist, kann man einen im Punkte F gegebenen 
Vektor in eindeutig bestimmter Weise »ungeandert« nach jedem Raum- 
punkt verpflanzen; es hat dann einen Sinn, von »demselben« Vektor in 
zwei beliebigen Raumpunkten zu reden. Erteilen wir jedem Raumpunkt 
eine infinitésimale Verschiebung in solcher Weise, da6 der unendlichkleine 
Verschiebungsvektor in allen Punkten »derselbe« ist, so haben wir eine 
infinitésimale Gesamt^Jranslation des Raumes vorgenommen. Diese »Trans- 
lationen« erfüllen die Axiome, welche wir in Kap, I, § 2 ftir die Vektoren 
formuliert haben. Durch genügend oftmalige Wiederholung einer in- 
finitesimalen erhalten wir eine endliche Translation. Dadurch werden 
wir, wenn wir von n infinitesimalen Translationen in n nnabhângigen 
Richtnngen ausgehen, zu einem bestimmten >translativen« Koordinaten- 
system geführt; in ihm hat eine infinitésimale Translation in allen Punkten 
die gleichen Komponenten. Legen wir dieses Koordinatensystem zugrunde, 
so sind also die Gleichungen (35) identisch erfüUt, wenn wir die kon- 

stant nehmen, d. h. es ist identisch ~ folglich sind die 

Koeffizienten g{^ der metrischen Fundamentalform in jenen translativen 
Koordinaten konstant. Diese Überlegungen lassen sich Schritt für Schritt 
in das Gewand der Analysis kleiden und strenge durchführen. Wir wollen 
uns aber dabei, da der in Rede stehende Satz in der Physik keine An- 
wendung findet, nicht langer aufhalten. 

Es wird manchên entsetzt haben, von welcher Sintflut von Formeln 
und Indizes hier der leitende Gedanke der Riemannschen Geometrie tiber- 
schwemmt wurde. Es ist gewiB bedauerlich, da6 wir uns um das rein 
Formate so atisführlich bemühen und ihm einen solchen Platz einrâumen 
müssen; aber es làBt sich nicht vermeiden. Wie jeder Sprache und Schrift 
mtihsam erlernen muB, ehe er sie mit Freiheit zura Ausdruck seiner Ge- 
danken gebrauchen kann, so ist auch hier der einzige Weg, den Druck 
der Formeln von sich abzuwâlzen, der, das Werkzeug der Tensor analysis 
so in seine Gewalt zu bringen, daB man sich durch das Formale unbe- 
hindert den wahrhaften Problemen zuwenden kann, die uns beschâftigen : 
Einsicht in das Wesen von Raum, Zeit und Materie zu gewinnen, sofern 
sie am Aufbau der objektiven Wirklichkeit beteiligt sind. Für den, der 
auf solche Ziele aus ist, müfite es eigentlich heifien: das Mathematische 
versteht sich immer von selbst. 

Unsere Arbeit wird nicht vergeblich ge wesen sein. Nicht um seiner 
selbst willen ist dieser HolzstoB von Formeln von uns errichtet worden, 
sondern: wenn der Blitz des Gedankens niederfâhrt, wird er ihn entzünden 
zu einem Feuer, das ringsum das Land erleuchtet, und nicht in einem 
trüben Sumpf vager, gestaltloser Vorstellungen verzischen. — Ein paaf 
letzte Reisige müssen wir noch dazuwerfen. 





§ 17. Die geodatischen Dinien als kürzeste. 


Wir wollen zeigen, dafi die geodâtische Linie, wie die Gerade in der 
Euklidischen Geometrie, nicht nur die Differentialeigenschaft besitzt, ihre 
Richtung unverândert beizubehalten, sondera auch die Integraleigemchaft^ 
dap jedes Stück von ihr kürzeste VerMndungslinie seines Anfangs- und 
Endpunkies ist. Doch ist diese Aussage nicht ganz wôrtlich zu verstehen, 
sondera in demselben Sinne, wie wir etwa in der Mechanik sagen, daB 
im Gleichgewicht die potentielle Energie ein Minimum ist, oder von einer 
Funktion F{xy) zweier Variablen sagen, sie habe dort ein Minimum, wo 
ihr Diiferential 


IF ^ , hF , 

dF—^dx+ T--- dy 
0 * oy 


identisch in dx^ dy verschwindet; wâhrend es in Wahrheit heiBen muB, 
dafi sie dort einen »stationâren« Wert annimmt, der sowohl ein Minimum 
wie ein Maximum wie auch ein »Sattelwert« sein kann. Die geodStîsche 
Linie ist nicht notwendig eine Kurve kürzester, wohl aber eine Kurve 
stationârer Lange. Auf der Kugeloberflache z. B. sind die grôBten Kreîse 
die geodatischen Linien; nehmen wir auf einem solchen Kreis zwei Punkte 
A und B an, so ist der kleinere der beiden Bôgen AB zwar in der Tat 
kürzeste Verbindungslinie von A und B\ aber auch der andere Bogen 
ist eine geodâtische Verbindungslinie von A und B^ er hat nicht kürzeste, 
sondera stationâre Lange. 

Gegeben sei eine beliebige Kurve in Parameterdarstellung 

Xi = , {a'^s'^b) 

die »Ausgangskurve«. Um sie mit Nachbarkurven zu vergleichen, be- 
trachten wir /erner eine beliebige einparametrige Kurvenschar 

JC; = ê) (a ^ 5 < ÿ) . 

Der Parameter e variiert in einem Intervall um ê = o; xi{s\6) solle 
Funktionen sein, die sich für £ = o auf Xi{s) reduzieren. Daalle Kurve 
der Schar den gleichen Anfangspunkt mit dem gleichen Endpunkt vft' 
binden soUen, sind Xi{a-, e) und Xi(b-,e) unabhangig von s. Die Lânj 
einer solchen Kurve ist gegeben durch 

i _ 

Z(e) ^/ŸFds, 



Wir nehmen noch an, dafi s für die Ausgangskurve die Bogenlitage ' 

dxi 

deutet, somit F— i ist für e = o. Die Richtungskomponenten 
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Kapitel IIL 

Relativitât von Raum und Zeit. 

§ 18. Das Galileische Relativitàtsprinzip. 

Schon in der Einleitung ist besprochen worden, in welcher Weise 
wir mittels einer Uhr die Zeit messen und nach Wahl eines beliebigen 
Anfangspunktes in der Zeit und einer Zeiteinheit jeden Zeitpunkt durch 
eine Zabi t charakterisieren • kônnen. Aber in der Verhindung von Raum 
tend Zeit liegen neue schwierige Problème, welche den Gegenstand der 
Relativitâtstbeorie bilden; ihre Lôsung, eine der grôBtenTaten der mensch- 
lichen Geistesgeschichte, knüpft sich vor allem an die Namen Kopernikus 
und Einstein. *) 

Durch eine Uhr werden unmittelbar nur die zeitlichen Verhâltnisse 
solcher Ereignisse festgelegt, die jeweils gerade dort gescheben, wo sich 
die Uhr befindet. Indein ich aber als naiver Mensch mit voiler Selbst- 
verstândlichkeit die Dinge, die ich sehe, in den Zeitpunkt ibrer Wahr- 
nehmung setze, dehne ich meine Zeit über die ganze Welt aus: ich 
glaube, daB es einen objektiven Sinii hat, von einem Ereignis, das 
irgendwo vor sich geht, zu behaupten, es geschehe »jetztî< (in dem 
Augenblick, in dem ich das Wort ausspreche); daB es einen objektiven 
Sinn hat, von irgend zwei an verschiedenen Orten vorgefallenen Ereignissen 
zu fragen, ob das eine früher oder spater als das andere gescheben sei. An 
dieser These wollen wir hier zunàchst festhalten. Jedes raum-zeitlich streng 
lokalisierte Ereignis, wie etwa das ^^Iblitzen eines sofort wieder ver- 
lôschenden Fünkchens, geschiebt in einem ■ bestimmten Raum-Zeit-Punkt 
oder Weltpunkt: ^hier-jetzt^. Nach der eben ausgesprocheneii These 
kommt jedem Weltpunkt eine bestimmte Zeitkoordinate t ziu 

Nun handelt es sich weiter darum, den 0?d eines derartigen Pimkt- 
er oignisses im Raume festzulegen. Wir schreiben z. B. zwei Massenpunkten 
in einem bestimmten Moment eine Entfernung zu. Wir nehmen also 
an, daB die Weltpunkte, die einein bestimmten Moment t entsprechen, 
eine dreidimensionale Punktmannigfaltigkeit bilden, in welcher die Eukli- 
dische Geometrie gilt (wir greifen, was den Raum betrilft, in diesem 
Kapitel wieder auf den Standpunkt von Kap. I zurück). Wir wâhlen eine 
bestimmte MaBeinheit für die Lange und ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system im Momente t (etwa eine bestimmte Ecke des Hôrsaals). Dann 
kommen jedem Weltpunkt, dessen Zeitkoordinate den Wert t hat, drei 
bestimmte Raumkoordinàten x^ x^ zu. 

Fassen wir aber jetzt einen andern Moment t' ins Auge. Wir nehmen 
an, es habe einen objektiven Sinn^ zu sagen, wir messen im Momente 
mit der gleichen Lângeneinheit wie im Momente t (mittels eines »starren«, 
sowohl znr Zeit t wie zur Zeit f vorhandenen MaBstabes); diese Lüngen- 
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einheit sei neben der Zeiteinheit ein für allemal fest angenommen (cm, 
sec). Dann kônnen wir aber noch die Lage des Cartesischen Koordinaten- 
systems wiederum beliebig wâhlen, unabhângig von der Wahl zut Zeit t 
Erst wenn wir der Überzeugung sind, es habe einen objektiven Sinn, von 
zwei zu beliebigen Zeiten geschehenden, :&piinktfôrmigen< Ereignissen zu 
behaupten, sie geschehen an derselhen Raumstelle, von einem Kdrper zu 
behaiipten, daB er ruhe^ kônnen wir die Lage des Koordinatensystems 
zu allen Zeiten auf Grund der willkürlich gewâhlten Lage in einem be- 
stimmten Moment objektiv, ohne neue Aufweisungen individueller Gegen- 
stânde festlegen: nàmlich durch die Forderung, daB das Koorclinaten- 
system dauernd ruhe. Dann bekommen wir also nach Wahl eines 
Anfangspunktes der Zeitrechnung und eines Cartesischen Koordinaten- 
systems in diesem Anfangs moment zu jedem Weltpunkt vier bestimmte 
Koordinaten: die Zeitkoordinate t und die Raumkoordinaten 



Fig. 7- 



Uni der Môglichkeit der graphischen Darstellung willen unterdrticken wir 
eine Raumkoordinate, nehmen den Raum somit nur zweidimensional, als 
eine Euklidische Ebene an. 

Wir verfertigen uns ein graphisches Bild, indem wir in einem Raum 
mit dem rechtwinkligen Achsenkreuz x^ x^ f den Weltpunkt durch einen 
Bildpunkt mit den Koordinaten x^ x^ t reprâsentieren. Von allen sich 
bewegenden Massenpunkten kônnen wir dann in diesem Bilde den » gra- 
phischen Fahrplan* konstruieren ; die Bevvegung eines jeden wird dar- 
gestellt durch eine »Weltlinie«, deren Richtung bestandig eine positive 
Komponente in Richtung der if-Achse besitzt. Die Weltlinien ruhender 
Massenpunkte sind Gerade parallel zur /-Achse; die Weltlinie eines in 
gleichfôrmiger Translation begriffenen Massenpunktes ist eine Gerade. 
In einem Schnitt t = konst. kann die Lage aller Massenpunkte im gleichen 
Moment t abgelesen werden. Wâhlen wir Anfangspunkt der Zeitrechnung 
und Cartesisches Koordinatensystem auf eine andere Weise und sind 
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x^x^t\ die Koordinaten eines willkürlîchen Weltpunktes bei der 

ersten und zweiten Wahl des Koordinatensystems, so gelten Transforma- 
tionsformeln 

(I) l ^2 = «21 + «32^2 + 


wo die ce und a Konstante bedeuten, die cca^ aber insbesondere die 
Koeffizienten einer orthogonalen Transformation bilden. Die Weltkoor- 
dinaten sind also in objektiver Weise, ohne Hinweis auf individuelle 
Gegenstânde oder Geschehnisse festgelegt bis auf eine helieUge Trans- 
formation von dieser Gestalt, Dabei ist noch abgesehen von der wilL- 
ktirlichen Wahl der beiden Mafîeinheiten. Bleibt der Anfangspiinkt in 
Raum und Zeit ungeândert: a — so sind x[x^^ { die Ko- 

ordinaten in bezug auf ein geradliniges Achsensystem , dessen /'-Achse 
mit der ^-Achse zusammenfâllt, wàhrend die Achsen x\x\ aus 
durch eine Drehung in ihrer Ebene / = o hervorgehen, 

Schon eine geringe Besinnung zeigt, daB die eine der angenoinmenen 
Voraussetzungen: der Begriff der Ruhe habe einen objektiven Inhalt, 
nicht zutreffend ist. Wenn ich mit jemandem eine Verabredung treffe, 
wir wollen uns morgen an »derselben« Stelle wieder treffen wie heute, 
so heifît das: in derselben materiellen Umgebung, an dem gleichen Ge- 
bâude in der gleichen StraBe (die nach Kopernikus morgen ganz wo 
anders im Welte^raum sich behndet als heute); und das hat seinen guten 
Sinn zufolge des glücklichen Umstandes, daB wir hineingeboren sind in 
eine wesentlich stabile Umwelt, in der aile Verânderung sich anschlieBt 
an einen viel umfassenderen Bestand, der seine (teils unmittelbar wahr- 
genommene, teils erschlossene) Beschaffenheit unverândert oder fast un- 
veràndert bewahrt. Die Hauser stehen still; das Schiff fâhrt mit soundso- 
viel Knoten Geschwindigkeit : das verstehen wir im tâglichen Leben 
immer relativ zu der >dauernden wohlgegründeten Erde«. ObjekHve Be-- 
deutung haben nur die relativen Bewegimge7i der K'ôi’per (Massenpunkte) 
zueinandevy d. h. die Entfernungen und Winkel, welche sich aus den gleich- 
zeitigen Lagen der Massenpunkte bestimmen, in ihrer funktionalen Abhângig- 
keit von der Zeit. Es ist also jedes (der Anschaulichkeit wegen materiell 
gedachte) dauernd vorhandene Cartesische Koordinatensystem jedem andern 
gleichberechtigt. Der Zusammenhang der Koordinaten desselben Welt- 
punktes mit Bezug auf das eine und das andere zweier solchen Système 
wird durch Formeln geliefert: 


(II) 


= «Il {t') A + «I. (t') + «1 [t') , 

= «« {('} x\ + {t') x’^ + a, [t ') , 

S == d —f- £Z J 


wo die &£ und (Xa irgendwelche stetige Funktionen von t' sein kdnnen, 
von denen die a^jk für aile Werte von t' die Koeffizienten einer orthogonalen 
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Transformation bilden. Tragen wir die Flâchen ^'==:konst. sowie x[ = 
konst. und — konst. in unsere graphische Darstellung ein, so sind 
zwar die Flâchen der ersten Schar wiederum Ebenen, die mit den Ebenen 
t — konst, zusammenfallen, hingegen die beiden andern sind krumme 
Flâchen; die Transformationsformeln sind nicht mehr linear. 

Unter diesen Umstânden kann es sich bei der Untersuchung der Be- 
wegung eines Systems von Massenpunkten, etwa der Planeten, nur darnm 
handeln, das Koordinatensystem so zu wâhlen, dafi die Funktionen x^ (/), 
welche die Raumkoordinaten der Massenpunkte in Abhângigkeit 
von der Zeit darstellen, môglichst einfach werden oder doch môglichst 
einfachen Gesetzen genügen. Dies war die von Kepler auBerordentlich 
vertiefte Entdeckung des Kopernikus, daS in der Tat ein Koordinaten- 
system existiert, für das die Gesetze der Planetenbewegnng eine nngeheuer 
viel einfachere und durchsichtigere Form anuehmen, als wenn man sie 
auf die ruhende Erde bezieht. Die Tat des Kopernikus wurde vor allem 
dadurch zur Weltanschauungswende, daB er sich von dem Glauheii an die 
absol'Ufe Bedeuiung der Erde frei machte, Seine Betrachtungen wie auch 
die Keplers sind rein kinematischer Natur. Newton kronte ihr Werk, 
indem er den wahren Grund für die kinematischen Keplerschen Gesetze 
in dem dynamischen Grundgesetz der Mechanik und dem Attraktions- 
gesetz auffand. Mân weiB, wie glânzend sich diese Newtonsche Mechanik 
am Himmel und auf Erden bestâtigt hat. Da ihr, wie wir überzeugt 
sind, universelle, nicht auf das Planetensystem beschrânkte Geltung zu- 
kommt, ihre Gesetze aber keineswegs invariant gegenüber den Trans- 
formationen (II) sind, so wird durch sie in absoluter, vôn jedem Hinweis 
auf individuelle Gegenstândlichkeit unabhângiger Weise eine viel vollstân- 
digere Festlegung des Koordinatensystems mdglich als auf Grund der zu 
dem >Relativitâtsprinzip« (II) führenden kinematischen Auffassung. 

An der Spitze der Mechanik steht das Galileische Tràgheitsprinzip\ Ein 
Massenpunkt, der sich krâfteffei, ohne jede Einwirkung von auBen bewegt, 
führt eine gleichfôrmige Translation aus. Seine Weltlinie ist mithin eine 
Gerade, die Raumkoordinaten x^^ x^ des Massenpunktes lineare Funktionen 
der Zeit t, Gilt dieses Prinzip in bezug auf die beiden durch (II) verbun- 
denen Koordinatensysteme, so müssen also und x^ in lineare Funktionen 
von /' übergehen, wenn man für x\^ x^ lineare Funktionen von einsetzt. 
Daraus folgt ohne weiteres, daB die Konstante und a,, lineare 
Funktionen von l sein müssen ; d. h. das eine Cartesische Raumkoordinaten- 
system bewegt sich relativ zu dem andern in gleichfôrmiger Translation. 
Und nun zeigt sich umgekehrt: liegen zwei solche Koordinatensysteme 
vor und gilt das Trâgheitsprinzip und die Newtonsche Mechanik in bezug 
auf K, so gilt sie auch in bezug auf Zwei für die Mechanik >zulâssige« 
Koordinatensysteme hàngen demnach durch die Form ein zusammen 

[ = «Il + «12 4 + yx^'+‘^z? 

I X ^ = + «22 ^2 + ^2 + «2 ; 

i / = l' -h 


(III) 
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in denen die aik konstante Koeffizienten einer orthogonalen Transformation 
sind, a J cci tind y/ aber beliebige Konstante; und jede Transformation 
von dieser Art stellt den Übergang von einem zulâssigen Koordinaten- 
system zu einem [Galilei-Newtonsches ^elatwitàtsfrinzip). Das 

Wesentliche daran ist, wenn wir von der ja selbstverstândlichen Wili- 
kürlichkeit der Achsenrichtungen im Raum und des Anfangspunktes ab- 
sehen, daÔ Invarianz stattfindet gegenüber den Transformation en 

(i) + 

In unserm graphischen Bild (s. Fig. 7) .würden x\ x[ f die Koordinaten 
in bezug auf ein gèradliniges Achsenkreuz sein, bei welchem die 
mit den x^^ x^ Achsen zusammenfallen, hingegen die neue /'-Achse eine 
irgendwie geânderte Richtung hat. Dafî sich die Gesetze der Newton-* 
schen Mechanik bei diesem Übergang vom Koordinatensystem ® zu 
nicht ândern, sehen wir so ein, Nach dem Attraktionsgesetz ist die 
Gravitationskraft, mit der ein Massenpunkt in einem Augenbücke auf 
einen andern wirkt, ein vom Koordinatensystem unabhângiger Vektor im 
Raum (so wie der Vektor, welcher die simultanen Lagen der beiden Massen- 
punkte miteinander verbindet). Dieselbe GrôBennatur mufî auch jede 
Kraft von anderer physikalischer Herkunft besitzen, das gehôrt mit zu 
den Voraussetzungen der Newtonschen Mechanik; sie verlangt zur Aus- 
füllung ihres Kraftbegriffs eine dieser Voraussetzung gentigende Physik. 
Man überzeuge sich etwa in der Elastizitâtstheorie davon, dafî die 
Spannungskrâfte (zufolge ihres Zusammenhanges mit den Deformations- 
grôfîen) von der geforderten Art sind. — Die Masse ist ein vom Koordi- 
natensystem unabhângiger Skalar. Endlich ist wegen der ans (i) für die 
Bewegung eines Massenpunktes sich ergebenden Transformatîonsforraeln 
dx, dx\ dx^. dx* _ d^x,_d^x[ 

' dt ~ dt~dt''^'^^' de dt'^' de dr 

zwar nicht die Geschwindigkeit , wohl aber die Beschleunigung ein vom 
Koordinatensystem unabhângiger Raumvektor. Demnach hat das Grund- 
gesetz »Masse mal Beschleunigung = Kraft« die behauptete invariante 
Beschaffenheit. 

Nach der Newtonschen Mechanik bewegt sich der Schwerpunkt jedes 
abgeschlossenen, keiner Einwirkung von auBen unterliegenden Massen- 
systems in gleichfôrmiger Translation. Betrachten wir die Sonne mit 
ihren Planeten als ein solches System, so hat es also keinen Sinn, zu 
fragen, ob der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht oder sich in gleich- 
fôrmiger Translation befindet. Wenn die Astronomen trotzdem behaupten, 
dafî die Sonne sich auf einen Punkt im Sternbild des Herkules zu bewege, 
so stützen sie diese ihre Behauptung auf die statistische Beobachtung, 
daB die Sterne in jener Gegend sich im Durchschnitt von einem gewissen 
Zentrum aus zu entfernen s ch einen — so wie eine Baumgruppe aus- 
einander tritt, der ich mich nâhere; daraus folgt ihre Aussage, wenn es 
sicher ist, daB die Sterne im Durchschnitt ruhen, d. h. dafî der Schwer- 
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punkt des Fixsternhimmels ruht: es handelt sich also um eine Aussage 
über die relative Bewegung des Schwerpunktes des Sonnensystems zu dem 
des Fixsternhimmels. 

Man muB sich, um den wahren Sinn des Relativitâtsprinzips auf- 
zufassen, durchaus daran gewôhnen, nicht »im Raum« und nicht »in 
der Zeit«, sondern »in der Welt«, in Raum-Zeü zu denken. Nur das 
Zusammenfallen (bzw. das unmittelbare Benachbartsein) zweier Ereignisse 
in Raum-Zeit hat einen unmittelbar evidenten Sinn; daB sich hier 
Raum und Zeit nicht in absoluter Weise voneinander trennen lassen^ ist 
eben die Behauptung des Relativitâtsprinzips. Im Sinne der mecha- 
nischen Weltauffassung, nach der ailes physikalische Geschehen letztlich 
auf Mechanik zurückgeht, nehmen wir an, daB nicht nur die Mechanik, 
sondern die gesainte physikalische GesetzmaBigkeit der Natur dem Galilei- 
Nevvtonschen Relativitàtsprinzip untertan ist, da§ es also unmogltch ist^ oJine 
Aufweisufîg individuelîer Gegenstàndlzchkeite?z tinter den für die Mechanik 
gleichberechtigten Bezugssystemen^ von denen je zwei dur ch Transformations- 
forzneln (III) verknüpft shid^ eine engere Auswahl zu treffen. Dann wird 
durch diese Formein in genau dem gleichen Sinne die Geometrie der 
vierdimensionalen Welt festgelegt, wie durch die Gruppe der Übergangs- 
substitutionen, die zwischen zwei Cartesischen Koordinatensystemen ver- 
mitteln, die Euklidische Geometrie des dreidimensionalen Rauraes fest- 
gelegt wird: eine Beziehung zwischen Weltpunkten hat dann und nur 
dann eine objektive Bedeutung, wenn sie durch solche arithmetische Re- 
lationen zwischen den Koordinaten der Punkte definiert ist, die invariant 
sind gegenüber den Transformationen (III). Vom Raume sagt man, er 
sei homogen in allen Punkten und in jedem Punkte homogen in allen 
Richtungen; diese Behauptungen sind aber nur Teile der vollstàndigen 
Homogen eïtàtsauss âge ^ daB aile Cartesischen Koordinatensy sterne gleich- 
berechtigt sind. Ebenso wird durch das Relativitàtsprinzip festgestellt, 
in welchem genauen Sinne die Welt (= Raum-Zeit als » Forint der Er- 
scheinungen, nicht ihrem »zufàlligen«, inhomogenen materialen Gehalt 
nach) homogen ist. 

Es ist merkwürdig genug, daB zwei mechanische Vorgânge, die kine- 
matisch vollstândig gleich sind, in dynamischer Hinsicht verschieden sein 
kônnen, wie die Gegenüberstellung des viel weiteren kinematischen 
Relativitâtsprinzips (II) und des dynamischen (III) lehrt: eine für sich aUein 
existierende rotierende Flüssigkeitskugel oder ein rotierendes Schwungrad 
ist an sich nicht von einer ruhenden Kugel oder einera ruhenden Schwung- 
rad verschieden; trotzdem plattet sich die > rotierende « Kugel ab, die 
ruhende nicht; trotzdem treten in dem rotierenden Schwungrad Span- 
nungen auf, ja es zerspringt bei hoher Rotationsgeschwindigkeit, an einem 
ruhenden geschieht nichts dergleichen. Als die ürsache dieses verschie- 
denen Verhaltens kônnen wir nur die >Weltmetrik^ bezeichnen, die sich 
in den Zentrifugalkràften als eine wirkende Potenz offenbart. Von hier 
aus fàllt ein belles Licht zurück auf den Riemannschen Gedanken: wenn 
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der Metrik (hier freilich der Weltmetrik, nicht dem metrischen Fundamental- 

tensor des Raumes) etwas genau so Reales, durch Krâfte auf die Matérie 

Wirkendes entspricht wie etwa dem Maxwellschen Spannungstensor, so 

muB mati annehmen, dafî auch umgekebrt die Materie auf dieses Reale 

zurückwirkt. Erst in Kap. IV werden wir diese Idee wieder aiifnehmen. 

An den Transformationsformeln (III) heben wir zunachst nur ihre 

Linearitât hervor: sie besagt, daB die Welt ein vierdimemionahr affimr 

Raum ist- Zur systematischen Darstellung seiner Geometrie benutzen wir 

demnach neben den Weltpunkten die Welt- Vektoren oder Verschiebungen. 

Eine Verschiebung der Welt ist eîne Abbildung, die jedem Weltpunkt F 

einen Weltpunkt P* zuordnet; aber eine Abbildung von besonderer Art, 

nâmlich eine solche, die sich in einem zulâssigen Koordinatensystem durch 

Gleichungen , , _ . 

%i — Xi — j— Ui [l O J Ij 2 J 3 ) 

ausdrtickt; dabei bedeuten x£ die vier Zeit-Raum-Koordinaten von F (es 
ist Xq anstèlle von t geschrieben), xfi diejenigen von F' in jenem Ko- 
ordinatensystem, die ai sind irgendwelche Konstanten. Der Begriff ist 
unabhangig von der Wahl des zulâssigen Koordinatensystems. Die Ver- 


schiebung, welche F in F^ überführt, wird mit PP' bezeichnet. Es gelten 
für die Welt-Punkte und -Verschiebungen die sâmtlichen Axiome der 
affinen Geometrie mit der Dimensionszahl n = 4. Das Galileische Trâgheits- 
prinzip ist ein affines Gesetz; es sagt, durch welche Bewegungen die 
geraden Linien unseres vierdimensionalen affinen Raums »Welt« realisiert 
werden, nâmlich durch die krâftefrei sich bewegenden Massenpunkte, 
Von dem affinen Standpunkt gehen wir zum metrischen über. Aus 
unserer graphischen Darstellung, die (mit Unterdrückung einer Koordinate) 
ein affines Bild der Welt entwarf, lesen wir ihre wesentliche metrische 
Struktur ab, die ganz anders ist als die des Euklidischen Raumes: die 
Welt ist »geschichtet« ; die Ebenen t — konst. in ihr haben eine absolute 
Bedeiitung. Nach Wahl einer MaBeinheit ftir die Zeit kommt je zwei 
Weltpunkten B ein bestimmter Zeitunterschied zii, die Zeitkomponente 


* 

des Vektors AB = ï; sie ist, wie allgemein die Vektorkomponenten in 
einem affinen Koordinatensystem, eine lineare Form if(^) des willkürlichen 
Vektors g. Der Vektor ï weist in die Vergangenheit oder die Zukunft, 
je nachdem /(^) negativ oder positiv ist. Von zwei Weltpunkten A^ B 
ist A früher, gleichzeitig oder spâter als .5, je nachdem 


t[AB) O , = O oder o 

ausfâllt. — In jeder »Schicht< aber gilt die Euklidische . Geometrie ; 
sie beruht auf einer definiten quadratischen Form, die jedoch hier nur 
definiert ist für diejenigen Weltvektoren die ih einer Schicht liegen, d* h. 
der Gleichung — o genügen (denn es bat nur einen Sinn, von dem 
Abstand der gleichzeiiigen Lagen zweier Massenpunkte zu reden). Wàhrend 
also der Euklidischen Metrik eine positiv-definite quadratische Form zu- 
grunde liegt, heruht die Galileische Metrik 
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1. mf einer Linearfor7n /(j) des willkürlichen Vektors ]C (der »Zeitdaiier« 
der Verschiebung ^), und 

2 . einer nur innerhalh der dreidimensionalen Ihiearen Mannigfaltigkeit 
aller VeMoren ivelche der Gleichnng ti^ — o genügen^ definierten positiv- 
définit €71 quadratischen Forni (dem Quadrat der » Lange « von 

Zur anschaulichen Daiiegung physikalischer Verhâltnisse kônnen wir 
die Einführung eines bestimmten Bezugsraumes nicht entbehren. Sie 
hângt ab von der Wahl einer willkürlichen Verschiebung e in der Welt 
(derjenigen, in welche bei der graphischen Darstellung die Zeitachse 
hineinfâllt) und wird dann durch die Übereinkunft bewerkstelligt, dafî aile 
Weltpunkte, die auf einer Geraden der Richtung e liegen, in dense Ib en 
Raumpunkt fallen. Es handelt sich also, geometrisch gesprochen, um 
nichts anderes als den Vorgang der Farallelproj ekiion. Zum Zwecke 
einer angemessenen Formulierung schicke ich darüber einige geometrische 
Erôrterungen voraus, die sich auf einen beliebigen «-dimensionalen affinen 
Raum beziehen. Knüpfen wir im Intéressé der Anschaulichkeit zunâchst 
an den Fall n = Es sei im Raum eine Schar von Geraden ge- 

zogen, die dem Vektor c (4= o) parallel sind, Blickt jemand in Richtung 
dieser Strahlen in den Raum hinein, so werden für ihn aile diejenigen 
Raumpunkte zusammenfallen , die in Richtung einer solchen Geraden 
hintereinander liegen; dabei ist es durchaus nicht nôtig, eine Ebene zu 
geben, auf die projiziert wird. Wir definieren also: 

Es sei gegeben ein von o verschiedener Vektor e. Von zwei Punkten 

A und A ^ für die AA ein Multiplum von e ist, werde gesagt, sie fallen 
in ein und denselben Punkt A des durch e bestimmten Unterraums. 
Wir kônnen A darstellen durch die zu e parallèle Gerade, auf der aile 
jene im Unterraum zusammenfallenden Punkte A^ A'j ... liegen. Da 
jede Verschiebung ^ des Raumes eine zu e parallèle Gerade wieder in 
eine solche überführt, ruft ç eine bestimmte Verschiebung ^ des Unter- 
rauens hervor; aber je zwei Verschiebungen 'jc' fallen im Unterraum 
zusammen, wenn ihr Unterschied ein Multiplum von e ist. Der Über- 
gang zum Unterraum, die »Projektion in Richtung von e«, werde an 
den Symbolen für Punkte und Verschiebungen durch Fettdruck gekenn- 
zeichnet, Durch Projektion gehen 

hj über in Ê + ^, AB; 

d. h. die Projektion tragt affinen Charakter, und im Unterraum gilt die 
affine Geometrie mit einer um i geringeren Dimensionszahl als im ur- 
sprünglichen » V ollr aum « . 

Ist der Raum ein metrischer im Euklidischen Sinne, d. h. liegt ihm 
als metrische Fundamentalform eine nicht-ausgeartete quadratische Form 
C(ï) = (ïï) zugrunde — für die Anschauung halte man sich an den 
Fall, wo Q positiv-definit ist, die Ausführungen gelten aber allgemein — , 
so werden wir den beiden Punkten des Unterraums, als die wir zwei zu e 
parallèle Gerade erblicken, wenn wir in der Richtung von c in den Raum 
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hinemschauen, ofifenbar einen Abstand gleich dera senkrechten Abstand der 
beiden Geraden zuschreiben. Das werde analytisch formuliert. Voravis*- 
gesetzt ist: (ee) =: <? o. Jede Verschiebung g kami in eindeutig be- 
stimmter Weise in zwei Summanden gespalten werden 

(2) E = le + £*, 

deren erster proportional, deren zweiter orthogonal zu e ist: 

(3) (E*e)=:o, ^ = i(i-e). 

Wir nennen ^ die H'ôhe der Verschiebung (den Hôhenunterschied von 
A und wenn ^ = AB\ Es gilt 

(4) (EE) = ^r+rE*). 

ï kann vollstandig charakterisiert werden durch Angabe seiner Hôhe | 
und der durch ^ im Unterraum hervorgerufenen Verschiebung j; wir schreiben 

Der Vollraum ist »zerspalten<c in Hohe und Unterraum, der »Lage- 
Unterschied< ^ zweier Punkte im Vollraum in den Hôhenunterschied ^ 
und Lagenunterschied ^ im Unterraum; nicht nur die Behauptung des 
Zusammenfallens zweier Punkte im Raum hat einen Sinn, sondern auct 
die Aussage: zwei Punkte fallen im Unterraum zusammen, bzw. befinder 
sich in der gleichen Hôhe. Jede Verschiebung g des Unterraums \virc 
durch eine und nur eine zu e orthogonale Verschiebung ï* des Vollrautn 
hervorgerufen; die Beziehung zwischen und g ist umkehrbar-eindeutii 
und affin, Durch die Definitionsgleichung 

(se) = (S*E*) 

erteilen wir dem Unterraum eine auf der quadratischen Fundamentalfom 
(jj) beruhende Metrik. Dann geht (4) über in die Pythagoreische Fonda 
mentalgleichung 

(s) (ES) =«r + (ES), 

die sich für zwei Verschiebungen bei einer ohne weiteres verstândlicbe 
Bezeichnung zu 

( 5 ') (E9) = «I»? 4- (s^) 

verallgemeinern lâBt. 

Diese Ausftihrungen sind hier, soweit sie den affinen Raum beixeffai 
unmittelbar anzuwenden: der Vollraum ist die vierdimensionale Wèlt, 
ist irgendein in die Zukunft weisender Vektor, der Unterraum das, m 
wir gemeinhin den Raum nennen. Je zwei Weltpunkte, die auf ein< 
zu c parallelen Weltgeraden liegen, fallen in den gleichen Raumptmk 
Dieser Raumpimkt kann durch die zu e parallèle Gerade graphisch dargestel 
werden, und er kann durch einen ruhenden Massenpunkt, d. h. einen solchei 
dessen Weltlinie eben jene Gerade ist, dauernd markiert werden. — Wi 
aber die Metrik betrîfft, so ist diese nach dem Galileischen RçlatWtitt 
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prinzip von andrer Art, als wir eben angenommen hatten; darum sind 
folgende Modifikationen ‘anzubringen. Jede Weltverschiebung ^ hat eine 
bestimmte Zeitdauer = t (welche an Stelle der »Hôhe« in unsern 
geometrischen Auseinandersetzungen tritt) und erzeugt im Unterraum eine 
Verschiebung j; spaltet demnach gemâB der Unterscheidung von Zeit und 
Raum nach der Formel 

l = 2*1 £• 

Insbesondere kann jede Raum verschiebung ^ durch eine und nur eine 
Weltverschiebung i'* hervorgerufen werden, welche der Gleichung /(^*) = o 
genügt. Durch die für solche Vektoren ÿ* definierte quadratische Form 
empfângt der Rauni. seine Euklidische Metrik: 

(ïï) = 

Der Raum ist abhângig von der Projektionsrichtung; in der Realitât kann 
die Projektionsrichtung durch irgend einen in gleichfôrmiger Translation 
begriffenen Massenpunkt (oder den Schwerpunkt eines abgeschlossenen 
isolierten Massensystems) festgelegt werden. 

Wir haben diese Dinge mit solcher pedantischen Genauigkeit auseinander- 
gesetzt, um für das Einsteinsche Relativitâtsprinzip, dem gegentiber unsre 
Anschauung zunâchst in ganz anderm Mafîe als gegenüber dem Galilei- 
schen versagt, wenîgstens mit einer abgeklârten, âuf diesen .Fall ohne 
weiteres übertragbaren mathematischen Begriffsbildung gewappnet zu sein. 

Wir lenken zurück in s physikalische Fahrwasser. Durch die Ent- 
deckung der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes wurde der 
naiven Ansicht, die Dinge seien gleichzeitig mit ihrer Wahrnehmung, der 
Boden entzogen. Da wir kein rascheres Zeitübertragungsmittel besitzen 
als das Licht selber (oder die drahtlose Télégraphié), ist es natürlich un- 
môglich, die Lichtgeschwindigkeit durch Messung der Zeit festzustellen, 
welche vergeht, bis das von einer Station A aùsgesandte Lichtsignal 
bei einer andem Station B eintrifft. Roemer (1675) erschloB sie aus 
der scheinbaren UnregelmâBigkeit in der Umlaufszeit der Jupitermonde, 
welche genau die Période eines Jahres aufwies; denn es erschien absurd, 
einen Wirkungszusammenhang zwischen Erde und Jupitermond anzu- 
nehmen, der die Période des Erdumlaufs als eine Stôrung von so er- 
heblicher GrôBe auf die Jupitermonde übertrâgt. Fizeau bestâtigte die 
Entdeckung durch irdische Messung ; seine Méthode beruht auf dem ein- 
fachen Gedanken, die Empfangsstation B mit der Sendestation A zusammen- 
fallen zu lassen und den Lichtstrahl von A durch Spiegelung nach A 
zurückzuleiten. Nach diesen Messungen haben wir anzunehmen, daB das 
Licht sich um das Erregungszentrum in konzentrischen Kugeln mit einer 
konstanten Geschwindigkeit c ausbreitet. In unserer graphischen Darstellung 
würde (wiederum mit Unterdrückung einer Raumkoordinate) die Aus- 
breitung eines im Weltpunkt O gegebenen Lichtsignals durch den in Fig. 7 
eingetragenen geraden Kreiskegel mit der Gleichung 

( 6 ) i:'‘ — [xl + xl) = O 
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abgebildet werden: jede Ebene t — konst. schneidet den Kegel in dem 
Kreis derjenigen Punkte, bis zu denen im Momente / das Lichtsignal 
gelangt ist; der Gleichung (6) (mit dem Zusatz ^ ^ o) gentigen aile und 
nur die Weltpunkte, in denen das Lichtsignal eintrifft. Wieder entsteht 
die Frage, was für ein Bezugsranm dieser Beschreibung des Vorganges 
zugrunde liegt. Die Aherraiion der Fixsterne zeigt, daB die Erde relativ 
zu ihm si ch so bewegt, wie es nach der Newtonschen Théorie der Fall 
ist, d. h. àaJ3 er mit einem znlâssigen Bezugsranm im Sinne der New- 
tons chen Mechanik zusaminenfâllt. Nun ist die Ausbreitung in konzen- 
trischen Kugeln aber gewiB nicht invariant gegenüber den Galilei-Trans- 
formationen (III) ; denn eine schief gezeichnete /-Achse schneidet in unserer 
Figur die Ebenen t = konst. in Punkten , die exzentrisch zu den Aus- 
breitungskreisen liegen. Trotzdem ist dies kein Einwand gegen das 
Galileische Relativitàtsprinzip, wenn gemàfî den Vorstellungen, welche die 
Physik lange beherrscht haben, die Fortpflanzung des Lichtes in eineir 
materiellen Trâger geschieht, dem Lichtàther^ dessen einzelne Telle gegen- 
einander bewegbar sind. Es verhâlt sich dann mit dem Licht genau so 
wie mit den konzentrischen Wellenkreisen auf einer Wasserflâche, dit 
durch einen hineingeworfenen Stein erzeugt werdén; aus diesem Phànomei 
kann gewiB nicht der SchluB gezogen werden, daB die hydrodynamischei 
Gleichiingen dem Galileischen Relativitàtsprinzip widerstreiten. Dem 
das Medium selber, das Wasser bzw. der Àther, dessen einzelne Teile 
von den verhàltnismàBig kleinen Schwingungen abgesehen, gegeneinande 
ruhen, gibt dasjenige Bezugssystem ab, auf welches sich die Aussage de 
konzentrischen Ausbreitung bezieht. 

Zur weiteren Diskussion dieser Frage wollen wir die Optik in den 
jenigen theoretischen Zusammenhang einfügen, in den sie seit Maxwel 
unldsbar hineingehôrt: die Théorie zeitlich verànderlicher elektromagne 
tischer Felder. 

§ ig. Elektrodynamik zeitlich verànderlicher Felder. 

LiOrentz:sches Relativitàtstheorem. 

Der Übergang von den stationàren elektromagnetischen Feldern (§ t 
zu zeitlich verànderlichen hat folgendes gelehrt: 

i) Der sog. elektrische Strom besteht tatsâchlich aus bewegter Elel 
trizitàt: ein geladener rôti eren der Drahtring erzeugt ein Magnetfeld nach dei 
Biot-Savartschen Gesetz. Ist die Ladimgsdichte die Geschwindigkeit ! 
so ist die Stromdichte ^ dieses Konvektionsstromes offenbar == çb; doc 
muB sie, damit das Biot-Savartsche Gesetz genau in der alten Fori 
gtiltig bleibt, in einer andern MaBeinheit gemessen werden, es ist ah 

zu setzen â = — , c eine universelle Konstante von der Dimensic 
c 

einer Geschwindigkeit ist. Das schon von Weber und Kohlrausch ai 
gestellte, spàter von Rowland und Eichenwald wiederholte Experime) 
ergab ftir c einen Wert, der innerhalb der Beobachtungsfehkr mit d 
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Lichtgeschwindigkeit übereinstimmt^). Man bezeichnet ^ — Q' das 

elektromagnetische Maô der Ladungsdichte und, damit auch in elektro- 
magnetischen Mafieinheiten die elektrische Kraftdichte — ist, @' = ® 
als das elektromagnetische MaB der Feldstàrke. 

2) Durch ein verânderliches Magnetfeld wird in einem homogenen 
Draht ein Strom induziert. Er kann auf Grand des Materialgesetzes 
§ = (7® und des Faradayschen Liduktmisgesetzes bestimmt werden, welches 
aussagtj dafî die induzierte elektromotorische Kraft gleich der zeitlichen 
Abnahme des durch den Leiter hindurchtretenden magnetischen Induktions- 
flusses ist; es gilt also 

(7) 

(links steht das Linienintegral über eine geschlossene Kurve, rechts das 
Oberflâchenintegral der normalen Komponente der Magnetinduktion 93 , 
erstreckt über eine in diese Kurve eingespannte Flâche). Der Induktions- 
fluB ist durch die Leiterkurve eindeutig bestimmt, weil 

(8') div S 3 = O 

ist (es gibt keinen wahren Magnetismus). Der Stokessche Satz ergibt aus 
(7) das Differentialgesetz 

8) rot ® H — =z= O . 

r 0 r 

Die im statischen Falle gültige Gleichung rot © = o erweîtert sich also 
durch das auf der linken Seite hinzutretende, nach der Zeit differentiierte 
I b 93 

Glied — Auf ihm beruht unsere ganze Elektrotecbnik , und die 
c ùt 

Notwendigkeit seiner Einführung ist daher durch die Erfahrung auf das 
beste gestützt. , 

3) Hypothetisch war hingegen zu Maxwells Zeit dasjenige Glied, durch 
welches Maxwell die magnetische Grundgleichung 

(9) rot$ = ê 

erweiterte. In einem zeitlich verânderlichen Feld, etwa bei der Entladung 
eines Kondensators kann nicht div ^ == o sein, sondern es mu6 statt 
dessen die >Kontinuitàtsgleichung« 

(10) — ■— -j- div ê = O 


gelten, in der die Tatsache, dafî der Strom aus bewegter Elektrizitât be- 
steht, zum Ausdruck kommt. Da (> == div ® ist, wird mithin nicht ê, 

wohl aber â + — — quellenfrei sein, und es liegt demnach sehr nahe, 
c 0 

die Gleichung (9) im zeitlich verânderlichen Feld durch 

i \ ^ c: ^ 

Il rot^ T7==^ 

C ot 
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zu ersetzen. Daneben gilt nach wie vor 
(ri') div 3) = 

Aus (il J und (il') folgt jetzt umgekehrt die Kontinuitâtsgleichung (k 


Auf dem nach der Zeit difFerentiierten Zusatzgliede ^ (dem Maxwe 


schen ^ VerscMeifungssÉrom<^) beruht es, daô elektromagnetische Erregung 
im Âther mit der endlichen Geschwindigkeit sich ausbreiten; es bild 
also die Grundlage der elektromagnetischen Lichttheorie , welche c 
optischen Erscheinungen in so wunderbarer Weise hat deuten kônn€ 
und findet in den bekannten Hertzschen Versuchen und der modem 
drahtlosen Télégraphié eine direkte experimentelle Bestàtigung [und tec 
nische Ausnutzung). Danach ist es auch klar, dafî diesen Gesetzen d< 
jenige Bezugsraum zugrunde liegt, in welchem der Satz von der kc 
zentrischen Ausbreitung des Lichtes gtiltig ist, der »ruhende« Lichtâth 
— Zu den Maxwellschen Feldgleichungen (8) und (8'), (ii) und (i 
treten die Materialgesetze, 

Wir wollen aber hier nur die Zustânde im Ather betrachten; da 
® = ^ = $8, 
und die Maxwellschen Gleichungen lauten 

ô» 


(l2.) 


I2i 


rot (S + 


rot 83 ■ 


c ht 
c ht 


= O, 


div 58 


0 , div ® = ç . 


Die atomistische Elektronentheorie betrachtet sie als die allgemein gtiltij 

O t) 

exakten Naturgesetze. Sie setzt auBerdem ê ^ , wo b die Geschwmc 

keit der Materie bedeutet, an der die elektrische Ladung haftet. 

Die auf die Massen wirkende Kraft besteht aus dem vom elektrisc’ 
imd vom Magnetfeld herrührenden Bestandteil; ihre Dichte ist 

(13) ^3 == Ç ©+[!©]. 

Da ê zu b parallel ist, ergibt sich ftir die pro Zeit- und Volumein 
an den Elektronen geleistete Arbeit der Wert 

^ . b == P© » b = (^(ê®) = ê 

Sie wird zur Erhôhung der kinetischen Energie der Elektronen verwen 
die sich durch die ZusammenstôBe zum Teil auf die neutralen Mole 
ûbertrâgt. Phanomenologisch tritt diese verstârkte molekulare Bewej 
im ïnnern des Leiters als Joulesche Wàrme in Erscheinung. In der 
lehrt ja die Beobachtung, dafi ê ♦ ®' die pro Zeit- und Volumeiî 
vom Strom erzeugte Wârmemenge ist; dieser Energieverbrauch muB d 
die stromerzeugende Maschine gedeckt werden. Multiplizieren wir 
Gleichung (123;) mit — 93 , die Gleichung (i2ii) mit © und addierer 
. kommt ^ 
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- f . div[@ 35 ] - (I + ^ (ê@) . 

Setzen wir 

und integrieren über irgend ein Volumen F, so lautet diese Gleichung 

— fwdV+ c f S„ do ^Jc (§ ®) dV ; 

V n y 

das zweite Glied links ist das über die begrenzende Oberfiâche £2 von V 
erstreckte Intégral der nach der inneren Normale genommenen Kompo- 
nente Sn von ©. Auf der rechten Seite steht hier die im Volumen V 
pro Zeiteinheit geleistete Arbeit; sie wird kompensiert durch die Abnahme 
der in F enthaltenen Feldenergiey‘l^dfF und durch die von aufîen dem 
Raumstück F zuflieBende Energie. Unsere Gleichung enthàlt also das 
Energiegesetz ; durch sie hestàtigt sic h endgültig twser friiherer Ansatz fur 
die Dichte VF der Feldenergie und ergibt sich ferner, daB der sog. 
Poyntingsche- Vektor^ den Energiestrom darstellt. 

Die Feldgleichungen (12) sind von Lorentz unter der Voraussetzung, 
daB die Verteilung der Ladungen und des Stromes bekannt ist, in folgen- 
der Weise integriert worden. Der Gleichung div 9 } = o wird durch den 
Ansatz 

(14) — 95 = rot f 

( — f = Vektorpotential) genügt. Durch Einsetzen in die erste Gleichung 

I ôf 


ergibt sich dann, daB ® 
(IS) 


c 0/ 


wirbelfrei ist, und also kann man setzen 




h t 


= grad (p 


(— (p das skalare Potential). Die Willkür, mit der die Bestimmung von 
f behaftet ist, kônnen wir zur Erfüllung der Nebenbedingung 

— -.-7 4- div f = O 

C ot 

ausnutzen, die sich hier als die zweckmaBige erweist (wâhrend wir im 
stationâxen Feld div f = o nahmen). Führen wir die Potentiale in die 
beiden letzten Gleichuiigen ein, so liefert eine einfache Rechnung 

(i6) Ç, 


(16') 


n 


+ ^î =§•. 


Eine Gleichung von der Form (16) zeigt eine Wellenausbreitung mit der 
Geschwindigkeit c an. In der Tat: wie die Poissonsche Gleichung Acp = q 
die Lôsung hat 

-4TC<fi=f-^dV, 
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so lautet die Losung von (i6): 



hier steht auf der linken Seite der Wert von cp in einem Punkte O ziir 
Zeit t\ r ist die Entfemung des Quellpunktes über den integriert 
wird, vom Aufpunkt und unter dem Intégral tritt der Wert von ç im 

Punkte P zur Zeit t auf. Ebenso ist die Losung von (i6') 



Das Feld in einem Punkte hangt also nicht ab von der Ladungs- und 
Stromverteilung im gleichen Moment, sondern maBgebend ist für jede 

Stelle der Augenblick, der um so viel zurückliegt, als die mit der 

Geschwindigkeit c sich ausbreitende Wirkung gebraucht, um vom Quell- 
punkt bis zum Aufpunkt zu gelangen. 

Wie der Potentialausdruck (in Cartesischen Koordinaten) 





è^/) 

hxl 


invariant ist gegenüber linearen Transformationen der Variablen 
welche die quadratische Form 


+ xl + x 


2 

3 


in sich überführen, so ist der beîm Übergang vom statischen zu einem 
zeitlich veranderlichen Feld an seine Stelle tretende Ausdruck 


I ^""cp y(p 

invariant gegenüber solchen linearen Transformationen der vier Koordi- 
naten /, den sog, Lorentz-Transformationen, welche die indefinite 

Form 

(17) + + + 

in sich überführen. Lorentz erkannte, daô nicht nur die Gleichung (t6)j 
sondern das ganze System der elektromagnetischen Gesetze für den Âihet 
diese Invar ianzeigenschaft besiizt^ da^ sie sich nâmlich ausdrücken durci 
invariante Relationen zwischen Tensoren in einem vierdhnensionakn affinet 
Raum mit den Koordinaten x^x^x^^ ht den dur ch die Porm (17) âim 
(mdefinite) Metrik eingetragen ist: Lorentzsches Relativitàtsihcorem. 

Zum Beweise andern wir die MaBeinheit der Zeit, indem wir setzet 
ct^x^. Die Koeffizienten der metrischen Fundamentalform sind dam 

gik == O (z 4= k] ; gü — Si, 
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wo «O = — ï 7 = £2 = €3 = + I ist. Beim Übergang von den in 

bezug auf einen Index z kovarianten zu den kontravarianten Komponenten 
eines Tensors ist die Komponente also lediglich mit dem Vorzeichen Si 
zu multiplizieren. Die Kontinuitâtsgleichung der Elektrizitàt (10) gewinnt 
die gewünschte invariante Form 


wenn wir 

= Q] 5^, gleich den Komponenten von ê 

als die vier kontravarianten Komponenten eines Vektors in jenem vier- 
dimensionalen Raum einftihren, des »Viererstroms«. Parallel damit — 
vgl. (16), (16*) — müssen wir 

g)° =z cp und die Komponenten von f: 59 cp^ 

zu den kontravarianten Komponenten eines vierdimensionalen Vektors 
vereinigen, den wir als elektromagnetisches Potential bezeichnen; von 
sein en kovarianten Komponenten ist die ÿo ~ andem 

<pii ÿa ) 9^3 sind gleich den Komponenten von f. Dann lassen sich die 
Gleichungen (14), (15), durch welche die Feldgrdfîen und Ê aus den 
Potentialen entspringen, in der invarianten Form schreiben 

' OX;;. QX£ 


e = (iT „ , , iT J , 58 = , F ,, , J 

gesetzt ist. In dieser Weise hat man also elektrische und magnetische 
Feldstârke zu einem einzigen Flâchentensor i. Stufe dem >Felde«, 
zusammenzufassen. Aus (18) ergeben sich die invarianten Gleichungen 

h Xi hxj^ h Xi ° ’ 

und dies ist das erste System der Maxwellschen Gleichungen (12 J. Den 
Umweg tiber die Lorentzsche Lôsung mit Hilfe der Potentiale haben wir 
lediglich eingeschlagen, um naturgemaB auf die richtige Art der Zusammen- 
fassung der dreidimensionalen GrôBen zu vierdimensionalen Vektoren und 
Tensoren geführt zu werden. Bei Übergang zu kontravarianten Kompo- 
nenten ist 

© = {F°^^ F^% F^^) , 58 = [F^^, F^\ F^^) . 

Das zweite System der Maxwellschen Gleichungen lautet jetzt in invarianter 
vierdimensionaler Tensorschreibweise: 


Führen wir den vierdimensionalen Vektor mit den kovarianten Kompo- 
nenten 


pi — Fik 


Weyl, Raum, Zeit, Materie. 
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(und den‘ kontravarianten 

pi ^ pik s 



ein — nach früherem Brauch lassen wir die Summenzeichen wieder fort 
so ist die »Leisttiiigsdichte«, die Arbeit pro Zeit- und Volumeinheit* 
p^ == (ê®] [die Zeiteinheit ist hier dem neuen ZeitmaB = ci 
passen], und sind die Komponenten der Kraftdichte. 

Damit ist das Lorentzsche Relativitâtstheorem vollstândig bewiesen 
Zugkich aher bemerken wir^ dajS die erhaltenen Gesetze gênait so lauten 
wie die Gesetze des stationàren Magnetfeldes [§ 9, (72)], nur vom drei^ 
dimensionaîen auf den vierdiniensionaîen Raum überfragen. Es ist kein 
Zweifel, da6 in der vierdimensionalen Tensorformulierung ihre wahre 
mathematische Harmonie, die nicht vollkommener sein kônnte, zutage Iritt. 

Daraus ergibt sich noch weiter, daB wir genau wie im dreidimensio- 
nalen Fall die »Viererkraft« ^2 aus einem vierdimensionalen symmetrischeii 
»Spannungstensor« S herleiten kônnen: 


(22) 

(22') 



oder 


-/ 


c) 


= FirF>‘’' — f df I 


Das (hier nicht notwendig positive] Quadrat des Feldbetrages ist 
Wir wollen die Formel (22) durch direktes Ausrechnen bestàtigen. Es îst 






F -^ __ j- P r 

ÙXk OXk 


. phr 


^Fkr 


h Xi 


Der erste Term rechts ergibt 


■FirS^ 




der zweite wird, wenn man den Faktor von F^^ gleichfalls schiefsym- 
metrisch schreibt, 


= \F^'‘ 

und liefert mit dem dritten vereinigt 


I^Fir 


\ 







hx, ^ 



der dreiteilige Ausdruck in der Klammer ist nach (19) = o. 

I i? I® ist = 93 ® — Sehen wir zu, was die einzelnen Komponenten 
von bedeuten, indem wir gemâB der Scheidung in Zeit und Raum 
den Index o von den übrigen i, 2, 3 trennen. 

6'®^ ist = der Energiedichte J^= “(S® + 93 ®), 

. = den Komponenten von © = [® 93 ], (2, = r, 2, 3) 

= den Komponenten des Maxwellschen Spannungstensorsj 




P 
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i 


der sich aus dem in § 9 angegebenen elektrîschen und magnetischen Be- 
standteil zusammensetzt. Die der Gleichungen (22) enthalt demnach 
das Energiegesetz. Die i., 2., 3. haben eine vôllig analoge Gestalt. 

Bezeichnen wir einen Augenblick die Komponenten des Vektors — © mit 

und verstehen unter den Vektor mit den Komponenten 

so haben wir 

(23) — p‘ = H- div t» . [i = I, 2, 3) 

Die Kraft, welche auf die in einem Raumgebiet V enthaltenen Elektronen 
wirkt, erzeugt eine ihr gleiche zeitliche Zunahme des Bewegacgsimpulses 
derselben. Diese Zunahme wird nach (23) ausgeglichen durch eine ent- 

© 

sprechende Abnahme des im Felde mit der Dichte — verteilten Feld- 

impulses und den Zustrom des Feldimpulses von aufîen. Der Strom der 
Impulskomponente ist gegeben durch der Impuîsstrom selber ist 
demnach nichts anderes als der Maxwellsche Spannungstensor. Der Saiz 
von der Erhaltung der Energie ist nur die eine^ die Zeitkomponente eines 
gegenüber Lorentztransformatlonen invarianfen Gesetzes^ dessen Rawnkom- 
ponenten die Erhaltung des Impulses aussagen. Die gesamte Energie $0- 
wohl als der gesamte Impuls bleiben ungeandert; sie strômen nur im 
Felde hin und her und verwandeln sich aus Feldenergie und Feldirapuls 
in kinetische Energie und kinetischen Impuls der Materie et vice versa. 
Das ist die einfache anschauliche Bedeutung der Formeln (22). Ihr ge- 
màB werden wir in Zukunft von dem Tensor der vierdimensionalen 
Welt als dem Energie-Impuîs-Tensor oder kurz Energietensor sprechen. Aus 

der Symmetrie desselben hat sich ergeben, daB die Impulsdichte — —mal 

dem Energiestrom ist; der Feldimpuls ist daher sehr schwach, er konnte 
aber als Druck des Lichtes auf eine spiegelnde Flàche nachgewiesen 
werden. — 

Eine Lorentztransformation ist linear, sie kommt daher (wenn wir in 
unserer graphischen Darstellung wiederum eine Raumkoordinate unter- 
drticken) auf die Einführung eines an der n affinen Koordinat en Systems 
hinaus. Überlegen wir uns, wie die Grundvektoren e^, e', e' des neuen 
Koordinat ensystems liegen zu den en des alten e^, , d. i. zu den 

Einheitsvektoren in Richtung der (oder /), , x^ Achse! Da für 

-xl + xl+xl = -x'J + x',^ + x’,^[=Q{é] 


sein soll, ist Ç(e') = — i. Der von O aus aufgetragene Vektor e' oder 
die Achse liegt demnach im Innern des Kegels der Lichtausbreitung, 
die Parallelebenen /' = konst. liegea so, daB sie aus dem Kegel Ellipsen 

9* 
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13^ 

aiisschneiden, deren Mittelpunkte auf der / -Achse liegen (s. Fig. 7 ), di 
Achse haben die Richtung konjugierter Durchmesser dieser Schnitt 
ellipsen, so dafi die Gleichung jeder von ihnen 

konst. 

lautet. 

Solange man an der Vorstellung des materiellen, schwingungsfâhige 
Àthers festhâlt, kann man in dem Lorentzschen Relativitàtstheorem ni 
eine merkwürdige matbematische Transformationseigenschaft der Mæ 
wellschen Gleichungen erblicken; das wahrhaft gültige Relativitâtstheorei 
bleibt das Galilei-Newtonsche. Es entsteht aber die Aufgabe, nicht nt 
die optischen Erscheinungen, sondern die gesamte Elektrodynamik uc 
ihre Gesetze als die Konsequenz einer dem Galileischen Relativitàtsprinzi 
genügenden Àthermechanik zu deuten, indem man die Feldgrôâen • 
einen bestimmten Zusammenhang mit Dichte tind Geschwindigkeit d' 
Athers bringt, Vor Maxwells elektromagnetischer Lichttheorie hat mi 
diese Aufgabe bekanntlich für die optischen Erscheinungen mit teilweiseï 
aber niemals endgültigem Erfolg zu losen versucht; für das umfasseni 
Gebiet^ in das nach Maxwell die optischen Erscheinungen eingeordn 
sindj hat man diesen Versuch nicht mehr unternommen^). Vielmehr b 
gann sich die Vorstellung des im leeren Raume exisiierenden Feldes^ d 
keines Tràgers hedarf^ allmàhlich durchzusetzen; ja schon Faraday hat 
in klaren Worten die Auffassung ausgesprochen, daô sich nicht das Fe 
auf die Materie stützen müsse, sondern umgekehrt die Materie nid 
anderes sei als Stellen des Feldes von besonderem singulâren Charakt 

§ 20. Das Einsteinsche Relativitâtsprinzrip. 

Halten wir zunâchst noch an der Àthervorstellung fest! Ês mufi m( 
lîch sein, die Bewegung eines Kôrpers, z. B. der Erde, relativ zum ruhend 
Âther zu konstatieren. Die Aberration leistet das nicht; durch sie isr 
vielmehr nur dargetan, dafî jene relative Bewegung im Laufe des Jah 
wechselt. Es seien A^OA^ drei feste Punkte der Erde, welche ihre 1 
wegung mitmachen; sie môgen in gerader Linie, und zwar in der ] 
wegungsrichtung der Erde, in gleichem Abstand A^^O — O A^ l 

einanderfolgen, und v sei die Translationsgeschwindigkeit der Erde dUJ 

den Ather; — = ist (voraussichtlich) sehr klein. Ein in O aufgegebei 

^ l 

Lichtsignal wird in A^ nach Ablauf der Zeit , in A^. nach Abl 

/ , c — V 

der Zeit — ; — eintreffen. Leider kann man diesen Unterschied ni 
c + v 

konstatieren, weil man über kein rascheres Signal als das Licht 
verftigt, um nach einem andern Orte die Zeit zu übermitteln. Wir hd 
uns durch den Fizeauschen Gedanken: wir bringen in A^ und Al^ 
einen kleinen Spiegel an, der den Lichtstrahl nach O reflektiert, ^ 
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im Momente o das Lichtsignal in O gegeben, so wird das vom Spiegel 
reflektierte zur Zeit 

l ^ l 2 le 

c — c ^ 

in O wieder eintrefFeii, das vom Spiegel reflektierte aber zur Zeit 

l J l 2 le 

^r + c — V ~ c^~— ’ 

Jetzt ist kein Unterschied mehr vorhanden. Nehmen wir aber einen dritten, 
die Translationsbewegung durch den Âther gleichfalls mitmachenden Punkt^ 
auf der Erde an, so daB OA — I ist, aber die Richtung OA mit der 
Bewegungsrichtung einen Winkel ^ einschlieBt! In der Figur sind (9, 0\ 
0'* die sukzessiven Orte des 
Punktes O zur Zeit o, wo das 
Lichtsignal abgeschickt wird, im 
Augenblick in welchem es von 
dem an der Stelle A^ befindlichen 
Spiegel A refiektiert wird, und 
schliefîlich zur Zeit / + wo es 
wieder in 0 eintrifft. Aus der 
Figur geht die Proportion hervor 

OA^: A = oa\ O' a \ 



folglich sind die beiden Winkel bei A einander gleich: der reflektierende 
Spiegel muB, wie im Falle der Rube, senkrecht zu der starren Verbin- 
dung OA gestellt werden, damit der Lichtstrahl nach 0 zurückkommt. 
Eine elementare trigonometrische Rechnung 
liefert für die scheinhare Fortpflanzungsge-- ^ 

schwindigkeit in der Richtung >3". 


(24 7-7-7/ = 7: ^: ^ . 

Sie ist also abhàngig von dem Richtungs- 
winkel 3'] durch ihre Beobachtung muB 
sich Richtung und GrôBe von v feststellen 
lassen. 




(^C=3 

ffeoôacAfer 


1^ 


Die Ausführung dieser Beobachtung ist ^Lkhiquene 

der bertihmte Michelsonsche Verstich Es Fig. 9. 

werden zwei mit O starr verbundene Spiegel 

A^ in den Entfernungen /, /* angebracht, der eine in der Bewegungs- 
richtung, der andere senkrecht zu ihr. Die ganze Montierung ist um O 
drehbar. Mittels einer halbdurchlâssig versilberten, den rechten Winkel 
bei O halbierenden Glasplatte wird in O ein Lichtstrahl in zwei gespalten, 
deren einer auf A^ deren anderer auf A"^ zulâuft; dort werden sie reflek- 
tiert und bei ihrer Ankunft in O mittels jener halb versilberten Glasplatte 
wieder in eine einzige Strahlenrichtung vereinigt. Es tritt Interferenz ein 
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(/ und sind nahezu einander gleich) wegen der aus (24) sich ergebenden 
Wegdififerenz 

2 / _ 2/* 

I — ÿ'® l/i — 

Dreht raan jetzt das Gerüst langsam um 90°, bis A* in die Bewegungs- 
richtung fâllt, so geht diese Wegdifferenz stetig über in 

2 / * 2 l* 

es tritt demnach eine Verminderung um 




.(/+/*) y “ 


r Vi - 

ein. Damit niu6 eine Verschiebung der Interferenzstreifen verbunden sein 


Oàwohl die numerîschen Verhàltnhse so Uegen^ dap noch i 
wartenden Verschiebung im Michels onschen Interfero7neter wahrgenoimm 
werde 7 t zeigte sich hei Ans/ührung des Experments keine Spur davotï 

Dieses seltsame Ergebnîs suchte Lorentz diirch die kühne Hypothes 
zu erklaren, dafî ein starrer Kôrper durch seine Bewegung relativ zut 
Àther in der Bewegungsrichtung eine Kontraktion im Verhaltnis i : Vi — ^ 
erfàhrt. In der Tat würde dies den negativen Ausfall des Michelsonsche 
Experiments erklâren. Denn dann hat in der ersten Lage OAm Wahl 
heit die Lange /Vi — OA* die Lange /*; in de r zweit en Lag 
aber OA die Lange /, hingegen OA* die Lange l*Vi — und d( 

Gangunterschied ergâbe sich in beiden Fâllen = ' y'"’-—- 


Auch e 


hielte man bei Drehung eines starr mit O verbundenen Spiegels in alk 
Richtungen die gleiche scheinbare Fortpflanzungsgeschwindigkeit Vc^ — t 
und keine Abhângigkeit von der Richtung wie nach (24). Immerhin e 
schiene es theoretisch noch moglich, an der gegenüber c verminderb 

die Bewegung 


scheinbaren Fortpflanzungsgeschwindigkeit Vc"^ — 
konstatieren; aber wenn der Ather die Mafistâbe in der Bewegungsric 
tung im Verhaltnis 1 : Vi — zusammendrückt, so braucht er den Gai 
der Uhren nur noch im gleichen Verhaltnis zu verlangsamen, um aui 
diesen EfFekt zu zerstôren. Tatsâchlîch hat nicht 7îur der Michelsonsc) 
sondern habe7i eine ganze Zahl weiterer VersucJie^ einen Einflu^ der Et 
bewegung auf koTnbmm^te 77iecha7iisch-elekt7'07nagnetische Vorgânge fesh 
stellen^ ein 7iegaiives Ergebnis gehaht% Es wâre also die Aufgabe d 
Âthermechanik, nicht nur die Maxwellschen Gesetze zu erklâren, sonde 
auch diese merkwürdige Wirkung auf die Materie, die so erfolgt, als 
der Àther sich ein ftir Ê^llemal vorgenommen: Ihr verflixten Physik^ 
midi sollt ihr nicht kriegen! 

Die einzig vernünftige Aptwort aber auf die Frage: Wie kommt 
dafi eine Translation ira Ather sich nicht von Ruhe unterscheiden lètf 
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war die, welche Einstein gab: weil er fiicht existieril (Der Àther ist immer 
eine vage Hypothèse geblieben, und noch dazu eine, die sich so 
schlecht als môglich bewâhrt bat.) Dann aber liegt die Sache so: für 
die Mechanik hat sich das Galileische, für die Elektrodynamik das Lo- 
rentzsche Relativitâtstheorem ergeben. Hat es damit wirklich seine Rich- 
tigkeit, so heben sie sich gegenseitig auf und bestimmen einen absoluten 
Bezugsraum, in welchem die mechanischen Gesetze die Newtonsche, die 
elektrodynamischen die Maxvvellsche Form haben. Die Schwierigkeit, den 
negativen Ausfall aller Expérimenté zu erklaren, die daranf ans sind, 
Translation von Ruhe zu unterscheiden, wird nur dann überwunden, wenn 
man für die gesamten Naturerscheinungen eines dieser beiden Relativitâts- 
prinzipe als gültig ansieht. Das Galileische kommt für die Elektrodyna- 
mik nicht in Frage; es würde fordern, da6 in der Maxwellschen Théorie 
die Glieder nicht auftreten, durch welche sich die zeitlich verânderlichen 
Felder von den stationâren unterscheiden : es gâbe keine Induktion, es 
gâbe kein Licht und keine drahtlose Télégraphié. Hingegen lâfit die 
Lorentzsche Kontraktionshypothese schon vermuten, die Newtonsche Me- 
chanik lasse sich derart modifizieren, daÔ sie dem Lorentzschen Rela- 
tivitâtstheorem genügb dabei auftretenden Abweichungen aber nur von 


der GrôBenordnung 



werden ; dann liegen sie für aile irdischen und 


planetarischen Geschwindigkeiten v weit unter der Grenze der Beob- 
achtungsmôglichkeit. Das ist die Lôsung Einsteins^), welche mit einem 
Schlage aile Schwierigkeiten behob: die Welt ist ein vîerdmensionaler 
affiner Raum^ dem durch eine indefinite quaâratische Form 

< 2 ( e ) == iu] 


von einer negativen und drei fiositiven Dimensionen eine Ma^bestinwiung 
aufgefràgt ist Aile physikalischen Grdfîen sind Skalare und Tensoren 
dieser vierdimensionalen Welt, aile Naturgesetze invariante Relationen 
zwischen diesen. Die einfache konkrete Bedeutung der Form Q{^) ist 
die, dafi ein in dem Weltpunkt O abgeschicktes Lichtsignal in allen und 

nur den Weltpunkten A ankommt, für welche ^ einen der 

beiden durch die Gleichung Q{^) = o definierten Kegelmantel (vgl. § 4) 
angehdrt Dadurch ist der >in die Zukunft gepffnete« der beiden Kegel 
Q{^) S O vor dem in die Vergangenheit geôffneten in objektiver Weise 
ausgezeichnet. Wir konnen Q{i) durch Einführung eines geeigneten ^nor- 
malen€ Koordinatensystems , bestehend aus dem Nullpunkt O und den 
Grundvektoren C/ auf die Normalform bringen 

[OA^ OA) = — ocl-^ x\ + xl + ^3 

[xi die Koordinaten von A) ; dabei soll noch der Gnmdvektor dem in 
die Zukunft geôffneten Kegel angehôren. Unter diesen normalen Koordi- 
natensystemen làpt sich in objektiver Weise keine engere Auswahl treffen^ 
sie sind aile gleichberechtigt. Legen wir irgend eines von ihnen zu 
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Grunde, so ist als die Zeit, sind ^^3 als Cartesische Raumkoordins 
anzusprechen, und aile auf Raum und Zeit sich beziehenden gelâuü 
Ausdrücke sind in diesem Bezugssystem wie sonst zu verwenden. 

Der négative Ausfall des Michelsonschen Versuches ist jetzt klar. D 
wenn die Wirkungsweise der Kohâsionskrâfte der Materie wie die A 
breîtung des Lichtes dem Einsteinschen Relativitâtsprinzip gemâB erfc 
so müssen die Maôstâbe so funktionieren , daB objektive Feststellun 
keinen Unterschied zwischen Ruhe und Translation ergeben kônr 
Nachdem die Maxwellschen Gleicbungen, wie schon Lorentz erkannte, c 
Einsteinschen Relativitâtsprinzip genügen, ist der Michekonsche Vers 
geradezu eîn Beiveh dafür^ da^ die Mechanik der starren Korper in Stn 
nicht dem Galileischen , sondern dem Einsteinschen Relaüvitàtsprh 
gemàfi sein mufi. 

Mathematisch ist dieses ersichtlich von viel grôBerer Einfachheit 
Durchsichtigkeit als jenes^); die Weltgeometrie ist durch Einstein-Ï^ 
kowski der Euklidischen Raumgeometrie viel nàher gerückt worc 
Übrigens kommt, wie man leicbt zeigen kann, die Galileische dadt 
als Grenzfall der Einsteinschen Weltgeometrie heraus, daB man c ge 
00 konvergieren lâBt. In anschaulicher Hinsicht aber mutet es tins 
den Gîauben an die objektive Bedeutung der Gleickzeitigkeit abzulegen\ 
der Befreinng von diesem Dogma liegt die grofie erkenntnistheoreüsche 
Einsteins, die seinen Namen neben den des Kopernikus rückt. Die 
SchluB des vorigen Paragraphen gegebene graphische Darstellung z 
ohne weiteres, daB die Ebenen x' — konst. nicht mehr mit den Ebe 
Xq = konst. zusammenfallen. Jede Ebene = konst. trâgt zufolge 
în der Welt herrschenden, auf beruhenden Metrik ihrerseits < 

solche MaBbestimmung, daB die Ellipse, in der sie den »Licht-Kej 
schneidet, ein Kreîs ist, und in ihr gilt die Euklidische Geometrie. 
DurchstoBpimkt mit der ^û-Achse ist der Mittelpunkt der Schnittelli 
So wird auch im gestrichenen Bezugssystem der Vorgang der Licht; 
breîtung zu einem in konzentrischen Kreisen sich vollziehenden. 

Suchen wir zunâchst die Schwierigkeiten zu beheben, die für un 
Anschauung, unser inneres Erleben von Raum und Zeit in dem von ; 
stein herbeigeführten Umsturz des Zeitbegriffs zu liegen sçheinen! b 
der gewôhnlichen Auffassung ist es so: SchieBe ich von einem Punkt 
aus in allen Richtungen, mit allen môglichen Geschwindigkeiten Ku 
ab, so erreichen sie aile Weltpunkte,- die spâter als O sind; in die 
gangenheit aber kann ich nicht schieBen. Ebenso ist ein in O si 
findendes Ereignis niir auf das, was in spateren Weltpunkten geschi 
von EinfluB, wâhrend an der Vergangenheit »nichts mehr geân 
werden kann«; die àuBerste Grenze erreicht die Gravitation nach ( 
Newtonschen Attraktionsgesetz , nach dem das Ausstrecken meines Ai 
Z. B. im selben Moment bereits seine Wirkung auf die Planetenbah 
beginnt, deren Verlauf ein wenig modifizierend. Unterdrücken wir wi< 
eine Raumkoordinate und benutzen die graphische Darstellung, so 
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ruht also die absolute Bedeutung der durch O laufenden Ebene t=o 
darauf, da6 sie die '»zukünftigen< Weltpunkte scbeidet, welche von O 
Wirkung empfangen kônnen, und die ^vergangenem , von denen ans eine 
Wirkiing nach O gelangen kann. Nach dem Einsteinschen Relativitâts- 
prinzip tritt an die Stelle der trennenden Ebene / = o der Lichtkegel 

xi + xi-- = O 

(der im Grenzfall /: = 00 jene doppelt überdeckte Ebene ergeben würde). 
Danach ist es klar, wie die Dinge jetzt liegen: Die Richtung aller in O 
geschleuderten Korper mu6 in den vorderen, der Zukunft geôfifneten Kegel 
hineinweisen (so aucb die Richtung der Weltlinie meines eigenen Leibes, 
meiner »Lebenslinie«, wenn ich mich in O befinde); nur auf die Ereignisse 
in solchen Weltpunkten, die im Innern dieses vorderen Kegels liegen, 
kann das, was in O geschieht, von EinfluB sein; die Grenze wird von der 
durch den leeren Raum erfolgenden Ausbreitung des Lichtes gegebeii*). 
Befinde ich mich in 0^ so teilt O meine Lebenslinie in Vergangenheit 
und Zukunft; daran ist nichts geândert. Was aber meîn Verhàltnis zur 
Welt betrifft, so liegen in dem vor- 
deren Kegel ■ aile diejenigen Welt- 
punkte, auf welche mein Tun und 
Lassen in O von EinfluB ist, auBer- 
halb desselben aile die Ereignisse, 
die abgeschlossen hmter mir liegen, 
an denen » jetzt nichts mehr zu àn- 
dern ist«: der Mantel des vorderen 
Kegels trennt meine aktive Ztcknnft 
von meiner aktiven Vergangenheit, 

Hingegen sind im Innern des hinteren 

Kegels aile die Ereignisse lokalisiert, die ich entweder leibhaftig miterlebt 
(mitangesehen) habe, oder von denen mir irgend eine Kunde gekommen 
sein kann, nur diese Ereignisse haben môglicherweise EinfluB auf mich 
gehabt; aufierhalb desselben aber liegt ailes, was ich noch miterleben 
werde oder doch miterleben würde, wenn meine Lebensdauer unbegrenzt 
ware und mein Blick übefall hindringen kônnte: der Mantel des hinteren 
Kegels scheidet meine passive Vergangenheit von meiner passiven Zukunft, 
Auf dem Mantel liegt das, was ich augenblicklich sehe oder sehen kônnte; 
er ist also eigentlich das Bild meiner raumlichen Umwelt. DaB man in 
diesem Sinne zwischen aktiver und passiver Vergangenheit und Zukunft 
unterscheiden muB, darin liegt die erst durch das Einsteinsche Relativitâts- 
prinzip zum Ausdruck gekommene grundsâtzliche Bedeutung der Rômerschen 

*) Auch die durch den leeren Raum erfolgende Ausbreitung der Gravitation mufi 
natürlich nach der Einsteinschen Relativitats théorie mit Lichtgeschwindigkeit erfolgen: 
das Gesetz fiir das Gravitationspotential mufi sich in analoger Weise modifizieren wie 
dasjenige fiir das elektrostatische beim Übergang von statischen zu zeîtîich verander- 
lichen Feldern. 
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Entdeckung der endlichen Lichtgeschwindigkeit, Die durch O hindurcl 
führende Ebene / — o in einem zulâssigen Bezugssystem kann irgendwi 
so gelegt werden, daB sie den Lichtkegel Q{i) = o nur in 0 schneid< 
und somit den Kegel der aktiven Zukunft von dem Kegel der passive 
Vergangenheit trennt. 

Zu einem Kôrper, der sich in gleichfôrmiger Translation befinde 
kann immer ein solches zulâssiges Bezugssystem (= normales Koordinatei 
System) eingeführt werden, in welchem er ruht. In diesem Bezugssyste 
besitzen dann die einzelnen Stellen des Kôrpers bestimmte Entfernunge 
ihre geradlinigen Verbindungslinien bilden gewisse Winkel miteinander usv 
die aile nacb den Formeln der gewôhnlichen analytischen Geometrie a 
den Raumkoordinaten der betn Punkte in dem jetzt zugrunde g 

legten Bezugssystem zu berecbnen sind. Ich will sie die Ruhma^e d 
Kôrpers nennen (insbesondere ist danach klar, was die Ruhlânge ein 
Mafistabes ist). Ist jener Kôrper eine Uhr, in welcher sich ein periodîscb 
Vorgang abspielt, so kommt dieser Période in dem Bezugssystem, 
welchem die Uhr ruht, eine durch den Zuwachs der Koordinate wâhrei 
einer Période bestimmte Zeitdauer zu, die Eigenzeit< der Uhr. — StoB 
wir den ruhenden Kôrper in einem und demselben Augenblick an V( 
schiedenen Stellen an, so werden sich diese Stellen in Bewegung seize 
aber da die Wirkung sich hôchstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreil 
kann, wird die Bewegung erst allmâhlich den ganzen tibrigen Kôrper 
Mitleidenschaft ziehen. Solange die um die einzelnen StoBpunkte i 
Lichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden Kugehi sich noch nicht üb 
decken, bewegen sich die mitgerissenen Umgebungen der StoBpunkte v< 
stàndig unabhângig voneinander. Daraus geht hervor, daB es starre Kôt] 
im alten Sinne gemâfi der Relativitâtstheorie nicht geben kann; d, h. 
gibt keînen Kôrper, der bei allen Eînwirkungen, denen man ihn a 
setzt, objektiv immer derselbe bleibt Wie kônnen wir aber trc 
dem unsere MaBstâbe zur Raummessung verwenden? Ich gebrauche 
Bild. Erhitzen wir ein im Gleichgewicht befindliches, in ein GefâS c 
geschlossenes Gas an verschîedenen Stellen gleichzeitig durch Stichfiamî] 
und isolieren es dann adiabatisch, so wird es zunàchst eine Folge k< 
plizierter ZustèLnde durchlaufen, die den Gleichgewichtssâtzen der Then 
dynamik nicht gentigen. Schliefîlich aber wird es zur Ruhe komman 
einem neuen Gleichgewichtszustand, der seiner jetzigen, durch dia 
wârmung erhôhten Energie entspricht. Von einem zur Messung brav 
baren starren Kôrper (insbesondere einem linealen Mapsiab) verlan 
wir, daB er immer wieder^ wenn er in einem ztdàssigen Bezugssystem 
Ruhe gekommen ist^ der gleiche ist, der er vorher war, d. b. die gleii 
Ruhmape (Ruhlânge) hesitzt\ von einer richtig gehenden Uhr^ dafl 
immer wieder^ wenn sie in einem zulâssigen Bezugssystem zur Ruhe 
kommen ist^ dieselhe Eigenzeit hat, Wir dtirfen annehmen, daB die î« 
stàbe und Uhren, welche wir verwenden, mit hinreichender AnuUhei 
dieser Forderung genügen. Nur wenn wir (in dem angezogenen Vergli 
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das Gas hinreichend langsam, streng gçnommen: unendlich langsam er- 
wâroien, wird es eine Folge thermodynamischer Gleichgewichtszustânde 
durchlaufen; nur wenn wir die MaBstâbe und Uhren nicht zu sttirmisch 
bewegen, werden sie in jedem Augenblick ihre Ruhlânge und Eigenzeit 
bewahren. Freilich sind die Beschleunigungsgrenzen, innerhalb deren 
diese Annahme ohne merklichen Fehler gemacht werden darf, sehr weit 
gesteckt. Endgültiges und Exaktes darüber kann aber erst eine auf den 
physikaliscben und mechanischen Gesetzen beruhende durchgeführte Dyna- 
mik ergeben. 

Um die Lorentz-Kontraktion vom Standpunkt der Einsteinschen 
Relativitâtstheorie anschaulich zu versteben, denken wir uns folgenden 
ebenen Vorgang. In einem tauglicben Bezugssystem (Koordinaten 
unter Unterdrückung einer Raumkoordinate), auf das sicb die im folgenden 
gebrauchten Raum-Zeit-Ausdrücke beziehen, ruhe ein ebenes Papierblatt 
(mit den recbtwinkligen Koordinaten x^)j auf das eine geschlossene 
Kurve S gezeichnet ist. Aufîerdem habe man eine kreisfôrmige Flatte, 
die einen um den Mittelpunkt dreb- 
baren starren Zeiger trâgt; dreht 
man diesen langsam herum, so 
bescbreibe die Zeigerspitze den 
Rand der Flatte: so erweist sich, 
daB sie in der Tat ein Kreis ist. 

Die Flatte bewege sich nun auf 
dem Papierblatt in gleicbfôrmiger 
Translation; rotiert wàhrenddes der 
Zeiger langsam, so wird seine Spitze 
bestândig den Rand der Flatte 
durchlaufen: in diesem Sinne ist 
sie auch in der Translation eine 
Kreisscbeibe. In einem bestimmten Moment falle der Rand der Scbeibe 
genau mit der Kurve K zusammen. Messen wir K mittels ruhender 
Mafîstâbe aus, so finden wir, daB (£ kein Kreis, sondern eine Ellipse ist. 
Der Vorgang ist in der Figur graphiscb dargestellt. Es ist dasjenige 
Bezugssystem hinzugefügt, in welcbem die Scbeibe ruht. Der Schnitt 

einer Ebene / = konst. mit dem Lichtkegel ist in diesem Bezugssystem 
ein >augenblicklich vorhandener Kreis «; der über ihm in Richtung der 
/-Achse erricbtete Zylinder stellt einen im gestricbenen System rubenden 
Kreis dar, grenzt demnach das Weltgebiet ab, das von unserer Kreis- 
scbeibe bestricben wird. Der Schnitt dieses Zylinders mit der Ebene / = o 
ist in der Figur kein Kreis, sondern eine Ellipse; der über ibr in Ricb- 
tung der jf-Acbse erricbtete gerade Zylinder ist die dauernd vorhandene, 
auf dem Papierblatt gezeichnete Kurve. 

Da das Verhalten der MaBstâbe und Uhren vor Aufstellung der pbysi- 
kalischen Gesetze einigermaBen problematiscb bleibt, ist theoretisch die 
Bemerkung von Interesse, daB wir zur Festlegung der Raum-Zeit-Koordi- 



naten in einem zulâssigen Bezugssystem prinzipiell mit viel einfachere 
MeSinstrumenten ausreichen, die wir von vornherein vollstândig beherrschei 
nâmlich mit Lichtsignalen und krâftefrei sich bewegenden Massenpunkte] 
selbst wenn uns für die letzteren nur ein enger Geschwindigkeitsberei< 
zur Verfügung steht. Die Welipunkte hilden eine vierdimensionale Manni^ 
faltigkeit; das ist vielleicht die sicherste Tatsache unseres gesamten Ta 
sachenwissens. Sind X£ [i — o, i, 2, 3) irgendwelche Koordinaten z 
Festlegung dieser Punkte (im allgemeinen Riemannschen Sinne), so e 
halten wir, wenn wir diese zugleich als Cartesische Koordinaten in eine 
vierdimensionalen Euklidischen Raum deuten, eine stetige Abbildung d 
Welt auf ein en derartigen Euklidischen Bildraum. Das Koordinatensyste 
mdge ein affines heiBen, wenn es die ganze Welt umkehrbar-eindeul 
und stetig auf einen Euklidischen Bildraum in der Weise abbildet, d 
die Weltlinien aller krâftefrei sich bewegenden Massenpunkte im Biide î 
gerade Linien erscheinen. DaB es derartige Koordinatensysteme gibt, 
der Inhalt des Galileîschen Trâgheitsgesetzes. Durch die Forderung d 
Affinitàt ist aber das Koordinatensystem bis auf eine lineare Transformati 
bestimmt; d. h. sind in einem zweiten affinen Koordinatensystem x*i € 
Koordinaten desselben willkürlichen Weltpunktes, der im ersten die K 
ordinaten Xi besitzt, so müssen die di lineare Funktionen der X£ se 
Denn zwei affine Koordinatensysteme liefern zwei Euklidische Abbilc 
der Welt; diese beiden Euklidischen Râume sind somit durch Vermittlu 
der Welt umkehrbar-eindeutig und stetig so aufeinander abgebildet, d 
Gerade in Geraden übergehen. Dann gehen aber auch Ebenen in Eben 
über und parallèle Gerade (d. h. Gerade, die in einer Ebene liegen, at 
keinen Punkt gemein haben) in parallèle Geraden. Daraus folgt nach ein( 
wichtigen, zuerst von Môbius durch seine »Netzkonstruktion« bewiesen 
Satz der Géométrie, daB diese Abbildung eine affine im gewdhnlich 
Sinne ist®). Die Môbius sche Netzkonstruktion kann so eingerichtet werd< 
daB die Richtungen der bei ihr benutzten Geraden einem vorgegebeni 
beliebig schmalen Richtungskegel entnommen werden; so daB jenes g< 
metrische Theorem bestehen bleibt, auch wenn man nur von denjeni| 
Geraden, deren Richtungen diesem Kegel angehôren, weiB, daB sie dui 
die Abbildung wieder in Gerade übergeführt werden. 

Das Galileische Trâgheitsgesetz allein beweist also schon vollstânc! 
daB die Welt affin ist; mehr aber lâBt sich aus ihm auch nicht ables 
Die metrische Grundform der Welt wird jetzt wie oben durch c 
Vorgang der Lichtausbreitung erklârt: ein in O aufgegebenes Lichtsig 

trifft in dem Weltpunkt A dann uiid nur dann ein, wenn i — OA d 
einen der beiden durch = o definierten Kegelmântel angehôrt. I 
durch ist die quadratische Form bis auf einen konstanten Faktor U 
gelegt; um ihn zu bestimmen, muB eine individuelle MaBeinheit willktirl 
gewàhlt werden. 
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§ 21. Relativistische Geometrie, Kinematik und Optik. 

Einen Weltvektor ^ nennen wir raum- oder zeitartîg^ je nachdem (j;j) 
positiv oder negativ ist. Die zeitartigen Vektoren weisen teils in die 
Ztikunft^ teils in die Vergangenheit. Wir nennen die Invariante 

(25) = 

für einen in die Zukunft weisenden zeitartigen Vektor ^ die Eigenzeit des- 
selben; setzen wir 

ï — “ ‘ ^ J 

so ist C, die »Richtung« der zeitartigen Verschiebung i*, ein in die Zu- 
kunft weisender Vektor, welcher der normierenden Bedingung (ee) = — i 
gentigt; 

Wie in der Galileischen, so müssen wir auch in der Einsteinschen 
Weltgeometrie, uin alteingewurzelte Vorstellungen und Ausdrücke über 
Raum und Zeit anwenden und den Zusammenhang mit der Anschauung 
herstellen zu kônnen, eine Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit vor- 
nehmen, durch Projektion in Richtung eines in die Zukunft weisenden 
zeitartigen Vektors C, der durch die Bedingung (ee) = — i normiert sei. 
Der Vorgang der Projektion ist in § 18 eingehend besprochen; die auf- 
gestellten Fundamentalformeln (3), (5), (5') sind hier mit e — — i an- 
zuwenden*). Weltpunkte, deren Verbindungsvektor zu e proportional ist, 
fallen in denselben Raumpunkt, den wir materiell durch einen ruhenden 
Massenpunkt dauernd markieren kônnen, graphisch durch eine zu e par- 
allèle Weltgerade darstellen. Der dreidimensionale Raum der durch 
die Projektion entsteht, trâgt eine Euklidische Metrik, da für jeden zu c 
orthogonalen Vektor d, h. jeden Vektor 3:*, welcher der Bedingung 
(3C*e) = O genügt, positiv ist (auBer für g* = o; vgl. § 4). Jede 

Verschiebung g der Welt spaltet sich nach der Formel 

g = Jt\i\ 

Jt ist ihre Zeitdauer (:frHôhe« wurde sie in § 18 genannt), g die von 
ihr hervorgerufene Verschiebung im Raum JBc- 

Bilden c^, c,, ein Koordinaten System in JRe, so bilden die zu e==eo 
orthogonalen Weltverschiebungen e^, , 63, durch welche jene Raum- 

verschiebungen hervorgerufen werden, zusammen mit ein >zu JRc 
horîges<^ Koordinatensystem für die Weltpunkte. Es ist normal, wenn die 
drei Vektoren c^- in Üîc ein Cartesisches Koordinatensystem bilden; auf 
jeden Fall aber hat in ihm das Koeffizientensystem der metrischen Funda- 
mentalform die G estait 


*) Die Malieinheiten von Raum- und Zeitlângen sind dabei so gewâhlt, daÛ die 
Lichtgesçliwmdigkeit im leeren Raum = i wird. Will man auf die traditionellen Ein- 
lieiten des C6^5-Systems gefîihrt werden, so mufi man die Normierung (ce) = — i 
ersetzen durcli (ee) = — und es ist zu nelimen. 
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— 10 O O 
^ <^II «§*I2 «^13 

^ éai «§22 ^23 

® .^31 .^33 ^33 

Die Eîgenzeit eînes in die Zukunft weisenden zeitartigen Vektor 
(g == * e) ist gleich der Zeitdauer von JC in dem Bezugsraum > 

welchem ^ keine râumliche Verschiebung hervorruft. — Wir werdeu 
foigenden mehrere Zerspaltungen nach den Vektoren e, e', neb* 
einander zu betrachten haben; immer soll dabei e (ohne oder mit Ind 
einen in die Zukunft weisenden, zeitartigen, der Normieriingsbedingi 
(ee) = — I genügenden Weltvektor bezeichnen. 

Sei Æ ein Kôrper, der in JRc, Æ' ein Kôrper, der in JKgt ruhe. fü 
in JSe eine gleichformige Translation aus. Ist in Hej d. h. also bbi 2 ! 
spaltung nach dem Vektor e: 

(26) ^ — h\h\s ^ 

so erfâhrt JSf in J^c wâhrend der Zeitdauer h die Raumverschiebimg ^ 
es ist demnach tJ die Geschwindigkeit von in jKg oder die Rela 
geschwindigkeit von in bezug auf K, Ihre Grdfie v bestimnat i 
aus — (iJU). Nach ,(3) ist 

(27) <^ = — (e'e); 

anderseits gilt nach (5) 

I = -- (e'e'j = je[i v^), 

also 


Erfàhrt zwischen zwei Augenblicken seiner Bewegung die Welïr 

schiebung J s • e', so zeigt {26), daô h ^ J s — Jt die Zeitdauer ûh 
Verschiebung in ist; zwischen Eigenzeit und Zeitdauer 
Verschiebung in i^e besteht demnach die Beziehung 

(29) — , 

Da (27) symmetrisch in c und e' ist, lehrt (28), daB die GrüBe 
Relativ geschwindigkeit von in bezug auf K gleich derjenigen v^m J 
bezug atf K* ist; die vektoriellen Relativgeschwindigkeiten selber Im 
sich nicht miteinander vergleichen, da die eine imRaumJKe, die UMi 
im Raum Mc* liegt. 

Betrachten wir drei Zerspaltungen, nach c, e^, m 

zwei Kôrper, die bzw. in J®ex ? ruhen. In sei 


A 


I 


Vi —vl 


— I K k»! > 

^a ) 
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Dann ist 

— («i eJ = K K{^ — (»i *>J} • 

Büden also die Geschwindigkeiten und von und in JBg, 
deren Grôfîe ist, den Winkel d' miteinander und ist = ^21 die 

GroBe der Relativgeschwîndigkeit von in bezug auf (oder umge- 
kehrt), so gilt die Formel 

. I — COS'â' I 

gemà^ der sich die Rclativgeschwindigkeit zweier Korper ans ihren Ge- 
schwindigkeiten hestimmt. Setzen wir für jede der GeschwindigkeitsgroBen 
v(<^ i) unter Benutzung des Tangens hyperbolicus: 

V = U J 

so erhalten wir 

©in 7/3 cos-^ = . 

Diese Formel geht in den Kosinussatz der sphârischen T^gonometrie 
über, wenn man die hyperbolischen durch die entsprechenden trigono- 
metrischen Funktionen ersetzt; also ist Winkel & gegenüber- 

liegende Seite in einem Dreieck der Bolyai- 
Lobatschefskyschen Ebene, dessen beide an- 
deren Seiten = sind. 

.Neben den Zusammenhang (29) zwiscben 
Zeit und Eigenzeit stellt sich der zwischen 
Lange und Ruhlânge. Wir legen den Bezugs- 
raum JSc zugrunde. In einem besiimmten Mo- 
ment môgen sich die einzelnen Massenpunkte 
des Kôrpers in den Weltpunkten O y A y ... 
befinden; die Raumpunkte O, von JEt^y 

in denen sie liegen, bilden eine Figur in JKgj 
der wir Dauer verleihen kônnten, wenn der 
Korper X in dem betrachteten Momente einen 
»Abdruck« im Ranm Jïe hinterlieBe, wie dies 

durch das am SchluB des vorigen Paragraphen besprochene anschauliche 
Beispiel illustriert wird. Fallen anderseits in dem Raum JBe'j welchem 
X ruht, die Weltpunkte O, Ay in die Raumpunkte O', A' y ..., so 
bilden O', A y ... die Ruhgestalt des Kôrpers X' (man vergleiche die 
Figur^ in. der » orthogonale* Weltrichtungen als senkrechte gezeichnet 
sind). Zwischen demjenigen Teil von jBc, den der Abdruck einnimmt, 
und der Ruhfigur des Kdrpers in iSe' besteht eine Abbildung, durch 
welche allgemein die Punkte A y A' einander zugeordnet sind; sie ist 
offenbar affin (es handelt sich in der Tat um nichts anderes als um 
orthogonale Projektion). Da die Weltpunkte O y A gleichzeitig sind bei 
Zerspaltung nach e, so ist 

)»->» 

( 9 .^ == ï = O I g in JSe ; l~OA. 
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Nach der Grundformel (5) ist 

02"^ = iu] = in) , 

(O) + feer. 

Bestimmen wir aber nach ($') (^e') in JSe, so kommt 

(£«') =//(îi)); 


also wird 


(ïïi + ■ 


Benutzen wir in JBc Cartesisches Koordinatensystem mit 

als Anfangspunkt, dessen :x:j-Achse in die Richtung der Geschwindigkeit 
fâllt, und sind die Koordinaten von -4, so haben wir 

+xl + xl, 






wenn raan 


setzt. Indem man in -Rc jedem Punkt mit den Koordinaten [x^j 
den Punkt mit den aus ( 31 ) sich ergebenden Koordinaten 
zuordnet, führt man eine Dilatation des Abdrucks in Richtung der Kôrj; 
bewegiing im Verhaltnis l'.yi — z;"* durch. Unsere Formeln besag 
daB dadurch der Abdruck in eine zur Ruhegestalt des Kbrpers k 
gruente Figur übergeht: das ist die Loreniz^KontraÂüoii* Insbesondere 
steht zwischen dem Volumen das der Kôrper in einem bestimrc 
Augenblick im Raum JRc einnîmmt, und seinem Ruhvolumen die 

Aile optischen Winkelmessungen durch Anvisieren stellen die Wi 
zwischen Lichtstrahlen in demjenigen Bezugsraum fest, in welchem 
(aus starrem Material gebaute) MeBinstrument ruht. Dme Winkel 
es mch, wenn wir das MeBinstrument durch das Auge ersetzen^ w, 
map^ebend sind fur die von einem Beobachter anschaulich erfapte Gt 
der in seinem Gesichtsfeld befindlichen Gegenstânde. üm den Zusami 
hang zwischen Géométrie und Beobachtung geometrischer GrôBen hi 
stellen, müssen wir daher noch auf optische Verhâltnisse eingehen. 

Die einem Lichtstrahl entsprechenden Lôsungen der Maxwells 
Gleichungen haben sowohl im Àther wie in einem homogenen Mec 
das in einem zulâssigen Bezugsraum ruht, diese Form, daB die Koi 
nenten der ZustandsgrôBen (bei komplexer Schreibweise) aile 

= konst. 


sind, wo 0 = die durch diesen Ansatz nur bis auf eine ad< 

Konstante bestimmte »Phase«, eineFunktion des als Argument auftret< 
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1 



Weltpunktes ist. Nach Ausführung irgend einer linearen Transformation der 
Weltkoordinaten werden die Komponenten im neuen Koordinatensystem 
abermals die gleiche Gestalt besitzen, mit derselben Phasenfunktion 0. 
Die Phase ist demnach eine Invariante. Für eine ebene Welle ist sie 
eine lîneare und, wenn wir absorbierende Medien ausschlieBen, reelle 
Punktion der Weltkoordinaten von P und die Phasendifferenz in zwei 
beliebigen Punkten Q[B)~Q[A) mithin eine Linearform der willkür- 

lichen Verschiebung £ = AB, also ein kovarianter Weltvektor. Stellen 
wir diesen durch die korrespondierende Verschiebung I dar (wir sprechen 
kurz von dem »Lichtstrahl I«), so ist also 

Q[B) - Q{A) = (l£) . 

Spalten wir nach einem zeitartigen Vektor e in Raum und Zeit und setzen 
(32) I = I ~ a 

in solcher Weise, daB der Raumvektor a in die Lange i besitzt, 
so ist die Phasendifferenz 



Daraus geht hervor, daB v die Frequenz bedeutet, q die Fortpflanzungs- 
pchwindigkeit und a die Richtung des Lichtstrahls im Raume Æj. Im 
Âther ist, wie sich noch aus den Maxwellschen Gleichungen ergibt, die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit q — 1 oder 

(II) = O . 

Spalten wir, die Welt auf zweierlei Art, einmal nach e, ein andermal 
nach e', in Raum und Zeit und unterscheiden die auf die eine und andere 
Spaltung bezUglichen GrôBen durch den Akzent, so ergibt sich nun sofort 
aus der Invarianz von (II) das Gesetz 




Fassen wir zwei Lichtstrahlen I, , I, mit den Frequenzen v , , ins Auge, 
SO ist 


Bilden Jene also den Winkel co miteinander, so gilt 

/ 1 fcos w 1 (cos w' 1 

(34) n V, - I j = ij . 

Für den Ather lauten diese Gleichungen 

(35) ?=/(==i)) sin “— = •)/(»/' sm“ —• 

2 2 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 
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Um endlich den Zusammenhang zwischen den Frequenzen v und ) 
zugeben, nehmen wir einen Kôrper an, der in JRe' ruht; er hab 
Raum JKc die Geschwindigkeit so dafi wie früher 

(26) t' — h I /zü in jKe 

zu setzen ist. Ans (26) nnd (32) folgt 



Bildet demnach die Richtung des Licbtstrahls in JRe mit der Gesc 
digkeit des Kôrpers den Winkel ^ 9 ', so ist 


(36) 


V cosi9' 



Vi 


(36) ist das Dopplersche Prinzip, Da beispielsweise ein Nat 
molekül, in einem zulâssigen Bezugsraum ruhend, immer objekti’v 
selbe sein wird, so besteht dieser Zusammenhang zwischen der in 
ruhenden Spektroskop beobachteten Frequenz v' eines ruhenden \ 
eines mit der Geschwindigkeit z/ sich bewegenden Natriummoleküls; 
der Winkel, weichen die Bewegungsrichtung des Moleküls mit di 
das Spektroskop eintretenden Lichtstrahl bildet — Setzen wir (36) ii 
ein, so bekommen wir eine Gleichung zwischen q und sie ge 
ans der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Licbtes in einem rul: 
Medium, z. B. in Wasser, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit q im be> 
zu berechnen; v ist jetzt die Strômungsgeschwin digkeit des Wassers, 
Winkel, den die Strômungsrichtung des Wassers mit dem Lichtstral 
schliefît. Lassen wir insbesondere diese beiden Richtimgen zusai 
fallen und vernacblâssigen hôhere Potenzen von v (das ja in praki 
Fâllen sehr klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit) , so bekomm 

q= q’ — q'y. 

nicht mit ihrem vollen Betrage v, sondera nur mit dem Bruchteil i 

desselben (« = ^ der Brechungsindex des Mediumsj addiert sii 

Geschwindigkeit des Médiums zur Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

^MHführungskoeffiziento- i — ^ war bereits lange vor der Relat 

théorie von Fizeau experimentell dadurch festgestellt worden, daB 
der gleichen Lichtquelle entstammende Strahlen, deren einer durch 
des, deren anderer durch flieBendes Wasser lâuft, zur Interferenz h 
DaB die Relativitâtstheorie dieses merkwürdige Résultat erklârt, 
daB sie für die Optik und Elektrodynamik bewegter Medien Geltr 
(und daB in solchen nicht etwa, wie man nach der in ihnen g 
Wellengleichung vielleicht vermuten kônnte, ein Relativitâtsprinz 
das aus dem Lorentz-Einsteinschen hervorgeht, wenn man c durci 
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setzt). Die Formel (34] endlich wollen wir für den Àther ^ i 

spezialisieren — vgl, (35): 

. ^ CO (i — z;cos^J(r — vcosd'^] . ^ co' 

sin — = ^ — ^sm 

2 I — V 2 


Ist der Bezugsraum JKg derjenige^ auf welchen sich die Planetentheorie 
bezieht (und in dem der Schwerpunkt des Sonnensystems ruht), der 
Korper die Erde (auf der sich das Beobachtungsinstrument befindet), 
V ihre Geschwindigkeit in JBej der Winkel in den die zum Sonnen- 
system gelangenden Strahlen zweier unendlichentfernter Sterne miteinander 
bilden, die Winkel, welche diese Strahlen mit der Bewegungs- 

richtung der Erde in JRe einschliefîen , so bestimmt sich der Winkel co', 
unter dem die Sterne von der Erde aus beobacbtet werden, durch diese 
Gleichung. w kônnen wir freilich nicht messen, aber wir beobachten die 
mit den Ànderungen von iind im Laufe des Jahres verbundenen 
Ànderungen von co' [Aberration). 

Die Formeln für den Zusammenhang zwischen Zeit und Eigenzeit, 
Volumen und Ruhvolumen gelten auch für ungleichf ’ôrmige Bewegung. Ist 

die unendlichkleine Verschiebung, welche ein sich bewegender Massen- 
punkt in einem unendlichkleinen Zeitraum in der Welt erfâhrt, so wird 
durch 

’ • U , (uu) = — I , O 

Eigenzeit ds und Weltrichtung u dieser Verschiebung erklart. Das über 
irgend ein Stück der Weltlinie erstreckte Intégral 

S ds =fV— (di, di) 

ist die wâhrend dieses Teiles der Bewegung verfiieBende » Eigenzeit*; sie 
ist unabhàngig von jeder willkürlichen Zerspaltung der Welt in Raum 
und Zeit und wird bei nicht zu stürmischer Beschleunigung durch eine 
mit dem Massenpunkt verbundene Uhr angegeben werden. Benutzen wir 
irgendwelche affine Koordinaten X{ in der Welt und die Eigenzeit $ als 
Parameter zur analytischen Darstellung der Weltlinie (so wie wir in der 
dreidimensionalen Geometrie die Bogenlânge gebrauchen), so sind 



die (kontravarianten) Komponenten von u, und es ist ■ 

i 

Zerspalten wir die Welt nach e in Raum und Zeit, so gilt 


u = 


in -R, 


c 7 


wo die Geschwindigkeit des Massenpunktes ist, und zwischen der wah- 
rend der Verschiebung d^ verfliefîenden Zeit in JBc und der Eigen- 
zeit ds besteht der Zusammenhang 

(37) ds = dtVi — v"". 
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Liegen zwei Weltpunkte A, B so zueinander, daB AB ein in die Zuku 
gerichteter zeitartiger Vektor ist, so kann A mit B durch Weltlinien v 
bunden werden, deren Richtung überall gleichfalls dieser Bedingung 
nügt; es kônnen aiso in A abgehende Massenpunkte nach B gelang 
Die von ihnen dazu benôtigte Eigenzeit ist abhângig von der WelÜir 
sie ist am lângsten für einen Massenpunkt, der in gleichfôrmiger Tra 
lation von A nach B fliegt. Denn zerspalten wîr so in Raum und Z 
dafî A und B in den gleichen Raumpunkt fallen, so ist diese Bewegi 
die Ruhe, und die Behauptung geht aus der Formel (37) hervor, wel 
lehrtj daB die Eigenzeit s hinter der Zeit t zurückbleibt. — Der Lebe 
prozeB eines Menschen kann sehr .wohl mit einer Uhr verglichen werd 
Von zwei Zwillingsbrüdern, die sich in einem Weltpunkt A trennen, bk 
der eine in der Heimat (d. h. ruhe dauèrnd in einem tauglichen Bezi 
raum), der andere aber unternehme Reisen, bei denen er Geschwinc 
keiten (relativ zur »Heimat«) entwickelt, die der Lichtgeschwindig 
nahekoramen; dann wird sich der Reisende, wenn er dereinst in 
Heimat zurückkehrt, als nierklicli jünger herausstellen denn der SeÔha 
Ein Massenelement dm (eines kontinuierlich ausgedehnten Kôrp( 
das sich mit einer Geschwindigkeit von der GrôBe v bewegt, nimmt 
einem bestimmten Moment ein Volumen dV ein, das mit seinem B 
volumen àV^ durch die Formel zusamraenhangt : 

dV^ dV^ 

Für Dichte ^ == u und Ruhdichte —çy = gilt demnach die Gleich 
dV 

1,1^ ist eine Invariante, mit den Komponenten also ein di 
die Bewegung der Masse unabhângig vom Roordinatensystem bestirat 
kontravarianter Vektor, der >materiene Strom«, Er genügt der E 
tinuitâtsgleichung 

^ b td) _ 


Dieselben Bemerkungen finden Anwendung auf die Elektrizitât: haftei 
an der Materie und ist de die elektrische Ladung des Massenelemt 

dm, so besteht zwischen Ruhdichte und Dichte g ~ 

^ ^ dV^ ^ dV 


Zusammenhang 

und 


= Q y'i — Z'% 
s' = Qo 


sind die kontravarianten Komponenten des »elektrischen (Vierer-) Stroi 
das entspricht genau dem Ansatz in § 19. In der pbânomenologîi 
Maxwellschen Théorie der Elektrizitat wîrd die verborgene Bewegun| 
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Elektronen als Bewegung der Materie nicht mitberücksichtigt, folglich 
haftet dort die Elektrizitât nicht an der Materie. Die einem Sttick Materie 
zukomtnende Ladung kann dann nicht anders erklârt werden als: die- 
jenige Ladung, welche sich gleichzeitig in demselben Raumstück befindet, 
das in dem betr. Moment von der Materie eingenommen wird; daraus 
geht hervor, daB sie nicht wie in der Elektronentheorie eine durch. das 
Materiesttick bestimmte Invariante ist, sondern abhângig von dêr Zer- 
spaltung der Welt in Raum und Zeit. 


§ 22. Elektrodynamik bewegter Korper. 


Mit der Zerspaltung der Welt in Raum und Zeit ist eine Zerspaltung 
aller Tensoren verbunden; wie diese geschieht, wollen wir zunachst rein 
mathematisch betrachten, um sie dann auf die Herleitung der elchtro-- 
dynamischen Grundgleichungen für bewegte Korper anzuwenden. Es 
handle sich um einen «-dimensionalen metrischen Raum, den wir als 
»Welt< bezeichnen, mit der metrischen Grundform [i^]. Sei e ein Vektor 
in ihm, für welchen (ee) = ^ =(= o ist: nach ihm spalten wir in bekannter 
Weise die Welt in Zeit und Raum JRe. c^, tn-x môge irgend 
ein Koordinatensystem im Raum iRg sein und e^, c^, e„^i diejenigen 
zu 6=00 orthogonalen Verschiebungen der Welt, welche c^, c^, 
c«-_i in JKc hervorrufen. In dem, »zu JKg gehôrigen« Koordinatensystem 
e/(/ =: O, I, 2, n — i) für die Welt hat das Schéma der kovarianten 

Komponenten des metrischen Fundamentaltensors die Gestalt 


^00 

O gxx 

® gz I a 


(« = 3 )- 


Wir fassen als Beispiel einen Tensor 2. Stufe [im weiteren Sihne) ins Auge, 
der in diesem Koordinatensystem die Komponenten besitze. Er spaltet, 
wie wir behaupten, in einer durch c allein bestimmten Weise nach dem 
folgenden Schéma 


T 

■ ^ 00 

T T 

*^01 oa 

0 0 

T T 

T T 

-4 ai -4 33 


in einen Skalar, zwei Vektoren und einen Tensor 2. Stufe in JBc, die 
hier durch ihre Komponenten im Koordinatensystem C/(2 = i, 2, , n — i) 

charakterisiert sind. 

Spaltet nâmlich die beliebige Weltverschiebung ^ nach e wie folgt: 

£ = ^ I ï, 

und gilt bei Zerlegung in einen zu e proportionalen und einen zu e ortho- 
gonalen Summanden 


£ == I e + £* , 
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so ist, wenn ï die Komponenten r hat: 


I 




r, 




Ohne Benutzung eines Koordinatensystems laSt sich daher die Zerlegui 
Ïs T^ors so darstellen. Sind £, 1 ) ^wei wiUkürhche Verschiebung, 

der Welt und setzen wir 

(38) 5 = 5 e + j*, D = + 

« <UJ 1 t* u«d ,• orthogonid Z» e zind. so is. die s.mTe»» » 
eehôrige Bilinearform 

T(£ l)) = Ir, r(e e) + >î ^(ï* e) + § r(el)*) + 1,*) . 

Wir bekomtnen also, wenn wir für zwei 

Raumes S, », unter ï*, ^ die zu c orthogonalen Verschiebungen 
■verstehen, welche sie hervorrufe^ 

i) einen Skalar T(tt) = J ^1 ,ipfiiiiprt durch 

. zwei Linearformen (Vektoren) im Raum J«8, defimert durch 

£(£) = rre), i'(ï)=m*), 

3) eine Bilineaxform (Tensor) im Raum iîe, definiert durch 

St .‘'so’ trx rsissss'e:? w 8 ; 

h _ |i e ersetzen, wo 

|=-^(£e), »}= 

Setsenwirnoch r(ei)-r(j). 

SO erhalten wir dann 


(39) 


Mt) == -^(e) 


Z(ïe), = 


^ !.(£„) = rte»,) - -7 («je) ^(ï) - T 

r ^ Seite stehenden Linear- und Bilinearformen (V 

Die auf der ® kônnen durch die auf der rechten Seite ste 

und Tensoren) (^^enden Vektoren und Tensoren c 

in de. obigen Ko»p.»...e»di»s.ell«.g te 

darauf hinatis, daô z. B, 


T ■ 


T^x Tx9. reprâsentiert wird durch 
rp rp 1 ^ 

./ai "^«3 




O ^31 ^3 


în allen Rechnuugen die Tensoren des 

iseui w»de. te.. 
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werden wir hier nur da von Gebrauch machen, dafi, wenn ein Raumtensor 
das A fâche eines andern ist, das gleiche für die reprasentierenden Welt- 
tensoren gilt. 

Legen wir dem Rechnen mit Komponenten ein beliebiges Koordinaten- 
system zugrunde, in welchem 

e = (£° 

so ist die Invariante 

J — Tiké iind e — Cj , 



Die beiden Vektoren nnd der Tensor in JSg aber haben gemàfi (39) zu 
Repràsentanten in der Welt die beiden Vektoren und den Tensor mit 
den Komponenten 


X: Li — 
X': ri -- 
X: Tik - 


J 

e 

J 


■et 


/ J J 


CkLi + eiL'k J 

h 

e e 


Im Falle eines schiefsymmetrischen Tensors (Flâchentensors i. Stufe) wird 
/= O und IJ — — X; unsere Formeln reduzieren sich auf 
X: Li^Tae^ 

T: ■ 

e 

Ein Flâchentensor i. Stufe spaltet im Raum in einen Vektor und einen 
Flâchentensor 1. Stufe. — 

Die Maxwellschen Feldgleichungen für ruhende Kdrper sind in § 19 
zusammengestellt worden. Von H. Hertz rührt der erste Versuch her, sie 
in allgemein gültiger Weise auf bewegte Kôrper auszudehnen. Das Fara- 
daysche Induktionsgesetz lautet: Die zeitiiche Abnahme des von einem 
Leiter umschlossenen Induktionsflusses ist gleich der induzierten elektro- 
motorischen Kraft: 

(40) ^ Budû= /® dx . 


Dabei muB, wenn sich der Leiter bewegt, das Flàchenintegral links er- 
streckt werden über eine in den Leiter eingespannte Flâche, die sich 
irgendwie mit dem Leiter mitbewegt. Da das Faraday sche Induktions- 
gesetz experimentell géra de an solchen Fâllen geprüft wird, wo die zeit- 
liche Ànderung des vom Leiter umschlossenen Induktionsflusses durch die 
Bewegung des Leiters bewirkt wird, war Hertz nicht im Zweifel darüber, 
daS auch im Falle eines bewegten Leiters dieses Gesetz zu postulieren 
ist. Die Gleichung div S = o bleibt bestehen; die Vektoranalysis lehrt, 
dafî man, sie berücksichtigend, das Induktionsgesetz {40) in die différentielle 
Formel 

(41) rote = -y^ + yrot[üS 8 ] 
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kleiden kann, in der — den nach der Zeit an einer festen Raumstell 

genommenen Dififerentialquotienten bedeutet und d die Geschwindigke 
der Materie. 

Gleichung (41) hat merkwürdige Konsequenzen. Denken wir m 
(Wilsonscher Versuch) zwischen zwei Kondensatorplatten ein homogeni 
Dielektrikiim , das sich mit der konstanten Geschwindigkeit b von d' 
GrôBe v zwischen îhnen bewegt; die beiden Kondensatorplatten seic 
leitend verbunden, und es herrsche ein homogènes Magnetfeld H paraît 
den Platten, senkrecht zu d. Aus (41) folgt dann, daB in dem Rau 

zwischen den Platten @ sich aus einem Potential ableitet; c 



Fig* 13* 


dieses an den leitend verbundenen Platten = o se 
muB, folgt leicht 

Es entsteht also senkrecht zu den Platten em hoir 
genes elektrisches Feld von der Stàrke 

E = --VU {(.i = Permeabilitât). 

Folglich muB auf den Platten eine statische Ladu 
mit der Oberflâchendichte 



(fi = Dielektrizitâtskonstante 


auftreten. Ist das Dielektrikum ein Gas, so müfîte dieser Effekt au 
bei beliebiger Verdünnung sich zeigen, da bei unendlicher Verdtinnu 
efi nicht gegen o, sondern gegen i konvergiert. Dies hat nur ein 
Sinn, wenn man an den Àther glaubt; dann heifît das, daB der Efifi 
auftritt, wenn der Âther zwischen den Platten sich relativ zu ihnen u 
dem auJBerhalb der Platten ruhenden Àther bewegt. Zur Erklàrung < 
Induktion aber müBte man annehmen, daB der Àther bei der Bewegt] 
des Leitungsdrahtes von diesem mitgerissen wird. Die Beobachtung, < 
Fizeausche Versuch der Lichtfortpflanzung im stromenden Wasser v 
der Wilsonsche Versuch selber^) zeigen aber die Unrichtigkeit dieser ^ 

nahme; wie bei Fizeaus Versuch der Mitführungskoeffizient i \ a 


tritt, so ist bei der gegenwârtîgen Anordnung nur eine Aufladung \ 
der Grôfie 


c 


beobachtet worden, welche verschwindet, wenn ef.i= i wird. Das schc 
in unlosbarem Wîderspruch zur Tatsache der Induktion des bewegi 
Leiters zu stehen. 
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Die Relativitatstheorie bringt hier die voile Aufklârung. Setzen wir 
wieder, wie in § 19, ct = x^ und fassen^ wie dort ® und 93 zum Felde 
so auch 2) und $ zu einem Flâchentensor i. Stufe ZTzusammen, so lauten 
die Feldgleichungen 


(42) 


' Vxi 


^Fii ^ ’bFjk 

h Xk ô xi 



Sie gelten, wenn wir die Fik als die kovarianten, als die kontra- 

varianten Komponenten je eines Flâchentensors i. Stufe aiiffassen, die 
aber als kontravariante Komponenten eines Vektors in der vierdimensio- 
nalen Welt, wegen ihres invarianten Charakters in einem beliebigen affinen 
Koordinatensystem. Die Materialgesetze . 

® = 93 = a§, § = C7® 

aber besagen: spalten wir die Welt derart in Raum und Zeit, dafî die 
Materie ruht, und spaltet dabei in ® | 93, ^ in 5) | § tmd 5 in ç | §, 
so gelten jene Beziehimgen. Benutzen wir nunmebr ein beliebiges Ko- 
ordinatensystem und hat in ihm‘ die Weltrichtung der Materie die Kom- 
ponenten ï/, so formulieren sich diese Tatsachen nach unsern obigen 
Ausfühiungen so: 

(43) BFt, 

wo 

ist; 

( 44 ) Fk - {uiF^ - vkFt] = - (mm - ukHr]] 

und 

(45) , Si~Ui[sm’‘) = oFt. 

Das ist die invariante Form jener Gesetze. Für die Durchrechnung ist 
es noch bequem, (44) durch die unmittelbar daraus sich ergebenden 
Gleichungen 

46) Fkiîiî + FiiUk + Fiktn — + HuUk + HîkU^ 

zu ersetzen. Sie gelten ihrer Herleitung nach nur für Materie, die in 
gleichfôrmiger Translation begrilfen ist; wir dürfen sie aber auch als gültig 
betrachten für beliebig bewegte Materie, wenn deren Geschwindigkeit 
zeitlich und ôrtlich nicht zu rasch verânderlich ist. 

Nachdem wir so die invariante Gestalt gewonnen haben, kdnnen wir 
jetzt nach einem beliebigen e spalten ; in JBe mogen die Mefîinstrumente, 
die zur Messung der ponderomotorischen Wirkungen des Feldes benutzt 
werden, ruhen. Wir verwenden ein zu jKe gehôriges Koordinatensystem 
und setzen also 
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^3 o)=(Æ!z) E,, -Ej) 

(^.3» ^3.. = 

^3,) = (!>,, D,, D3) =2) 

= (^^=3 . ^3X, -g..) ^ 

S°=Q\ (.f', î^ g 


dann ergeben sich zunâchst wiederum die Maxwellschen FeldgUichu 
die somit nicht nur für niheiide^ sondern auch fur èewegte Mate? 
unverànderter Form gültig sind, VerstÔfît aber das nicht aufs kras 
gegen die Induktionsbeobachtungen, die doch ein Zusatzglied wie in 
zu fordern scheinen? Nein; denn durch diese Beobachtungen wii 
Wahrheit nicht die Feldstàrke @ bestimmtj sondern der im Leiter flief 
Strom; der Zusammenhang zwischen beiden ist aber für bewegte K 
ein anderer, namlich durch die Gleichung (45) gegeben. 

Schreiben wir von den Gleichungen (43), (45) die den Indizes i — 
entsprechenden Komponenten h in, von (46) die, welche 

(2-5/) = (330), (310), (120) 

korrespondieren (die andern sind überschüssig), so ergibt sich, wie 
ohne weiteres übersieht, folgendes. Wircl 


89 -[h®] = 

gesetzt, so ist 

Ê®*, 


89* = u§*. 


Zerlegen wir aufîerdem § in den »Konvektionsstrom« 
strom* S*: 

â = c + §* ; 




(J - (i»S) 


SO ist ferner 




(J®* 

y I — 


c und »Lei 


Jetzt klârt sich ailes auf: der Strom ist teils Konvektionsstrom, rül 
von der Bewegung der geladenen Materie, teils Leitungsstrom, be 
durch die Leitfâhigkeit G der Substanz. Der Leitungsstrom bei 
sich aus dem Ohmschen Gesetz, wenn die elektromotorische Elraf 
•durch das Linienintegral von sondern von definiert wird 
aber gilt genau die zu (41) analoge Gleichung 


rot®* = — — + rot[tîS5] 
0 1 


155 


§ 22. Elektrodynamik bewegter Kôrper. 



ist jetzt durchgângig = i genommen) oder, intégral geschrieben wîe (40), 
— —J'Bndo = 

Damit ist die Faradaysche Induktion in bewegten Leitern vollkommen 
erklârt. Was den Wilsonschen Versuch betrifft, so gilt nach der jetzigen 
Théorie rot @ — o , und es wird demnach ® = o sein zwîschen den 
Platten. Daraus ergibt sich aber für die konstanten Betràge der einzelnen 
Yektoren (von denen die elektrischen senkrecht zu den Platten, die mag- 
netischen parallel den Platten senkrecht zur Geschwindigkeit gerichtet sind) : 

= 1 . 17 ^ {H + vD) 

D = —vH= eE^ — vH. 


Setzen wir den Ausdruck von Æ* ans der ersten Gleichung ein, so kommt 
JD = — ï) ef.izfD]j 


D == 


B,\.i — I 
I — ei^tv^ 


vH. 


Das ist der Wert der flâcheiihaften Ladungsdichte, die sich auf den 
Kondensatorplatten herstellt; er stimmt mit den Beobachtungen überein, 
da wegen der Kleinheit von v der Nenner in nnserer Formel aufier- 
ordentlich wenig von i verschieden ist. 

Die Grenzbedingungen an der Grenze der Materie gegen den Âther 
ergeben sich daraus, da6 die FeldgrôBen F und H keine sprunghafte 
Ànderung erleiden werden, wenn man mit der Materie mitgeht; vp-ohl 
aber werden sie im allgemeinen an einer festen, zunâchst im Àther ge- 
legenen Raumstelle einen,Sprung in dem Momente erleiden, wo sich die 
Materie über diesen Punkt hinüberschiebt. Ist s die Eigenzeit eines 
Materieelements, so mul 3 also 

â Fiji ô F îjc ^ 

ds 


überall endlich bleiben. Setzen wir 


^ Fiji l '^Fji i 

ô xj \ à ô xji I ^ 

so sieht man, daB dieser Ausdruck 

h Xi h xji 

ist. kann folglich keine Flâchenwirbel besitzen (und SS keine FJâchen- 
divergenz). 

Die Grundgleichungen für bewegte Kôrper sind in der hier gegebenen 
Form im wesentlichen schon von Lorentz vor der Entdeckung des Relativitâts- 
prinzips aus der Elektronen théorie hergeleitet worden. Das ist aber kein 
Wunder, da ja die Maxwellschen Grundgesetze für den Àther dem Relativitâts- 
prinzip genügen und die Elektronen théorie durch Mittelwertbildung aus 
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Materie gültigen herleitet. Der Fizeansche» 
diesen Gesetzen die analoger, der Rontgen-Eichenwaldscb® 

der Wilsonsche und elektrLagnetische Verhalten derMateriJ 

Versuch'”) ^ p.,.„i,g besitzt; die Problème der Elektrodynaio'^ 

das Relativitâtspnnzip Geltung . ^.i^er Aufstellung führten 

für bewegte Korper waren es dieEm^e.^^^ Grundgleichunge’ 

Minkowski verdanken wir r, lativitâtsprinzip eindeutig festgelegt 8in<3 

SiSeS»™ sS L d»u «ig.nModiüV.toen » EinkW 
mit der Erfahrung befinden. 


fi 23. Mechanik des Relativitatsprinzips. 

dessen konttavariante Komponenten 

pi = F'^’^Sk — 

sind. Er erfüllt also die Gleichung 

: L die Welmch.»:^ de, Meterie. Spelten wi, i,ge.d..= .n R. 

Zeit I y=:Al/iiJ 

(48) 1 P = A i V ) 

so ist 1) die Kiaftdichte nnd, wie ans (47) oder 

— (V»)} = ° 

'’lST&.ndgltlr®Sli»miMchedReU^^^^^^ 

Meotail «bien wh d»«h die gf/ b” Jepe'le. 
g„pbe. die 

wir nehmen an, daB da Gültiekeit bebalte. Wir fas»® 

i„ «Ichem die Metene n.h, s„„e GüU^«t 

M.te,iestelle « ms “'"S'- „ i„ Raem und Zeit. « 

befiodet i„ E. die Dkhte der Materie im Puni 

S “Ut d?»endUcbi.leine„ Zeit tir h.b. e. die Weltrieht.mg „ . 

Ans (un) = - I folgt . ^u) = O ; 

mithin gilt bei der Spaltung nach u: 

U=ilo, dVi = o\d'0^ P — O-lV* 


Aus 
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geht hervor, daô dabei die von m (in JSu) wâhrend der Zeit ds ge- 
wonnene Relativgeschwindigkeit ist. Es kann kein Zweifel sein, daô das 
mechanische Grundgesetz lautet: 

Daraus folgt aber sofort die von jeder Zerspaltung unabhângige invariante 
Form 

. V 

(49) ■’ 

ist die jRuhdichte, ds die wâhrend der unendlichkleinen Verschiebung 
des Masseteilchens, bei welcher seine Weltrichtung den Zuwachs dn er- 
fahrt, verfiieBende Eigenzeit. 

Die Zerspaltung nach U wâre eine solche, die wâhrend der Bewegung 
des Masseteilchens wechselt. Spalten wir aber jetzt in Raum und Zeit 
nach irgend einem festen zeitartigen, in die Zuknnft weisenden, der 
normierenden Bedingung (ee) = — i genügenden Vektor e, so zerlegt 
sich (49) nach (48) in 

i d / 1 \ . 


ds V/i _ 


[ ds \Ÿi — wV 

Bedeutet bei der jetzigen Zerspaltung t die Zeit, dF das Volumen und 
dVa das Ruhvolumen des Masseteilchens in einem bestimmten Augen- 
blick, m — (.i^dV^ aber dessen Masse, 

ldV=A 

die auf das Masseteilchen einwirkende Kraft und deren Leistung, so liefem 
unsere Gleichungen durch Multiplikation mit dV^ wenn man noch be- 
achtet, daB 


^i^dV- 


' d~s 


ist, und dafi die Masse, m wâhrend der Bewegung erhalten bleibt. 

d l m \ V 

(S') ’ ■ 


a !■« U \ O} 

Tt ~ ^ ' 

Das sind die mechanischen Gleichungen für den Massenpunkt. Die Impuls- 
gleichung (52) hat gegenüber der Newtonschen nur die Anderung erfahren, 
daB der kinetische Impiüs des Massenpunktes 


nicht = w i) , sondern 
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ist. Die Energiegleichung (5 1) mutet zunachst fremd an; entwickelt 
aber nach Potenzen von z;, so ist 

m , mv'^ 

und wir werden imter Vernachlâssigung der hôheren Potenzen von î 

2 

des konstanten Gliedes auf den klassischen Ausdruck — für die 
tiscbe Energie zurückgeftihrt. ^ 

Wie man sieht, sind die Abweichungen von der Newtonschen Med 
wie wir vermuteten, nur von der GrôBenordnung des Quadrats d 
der Lichtgeschwindigkeit gemessenen Geschwindigkeit des Massenpu] 
bei den kleinen Geschwindigkeiten, mit denen wir es in der Mec 
stets zu tun haben, wird daher experimentell kein Unterschied festzuî 
sein. Er wird erst bei Geschwindigkeiten merklich werden, die der ! 
geschwindigkeit nahekommen; bei diesen nimmt der Tragheitswidei 
der Materie gegen die beschleunigende Kraft in solcher Weise zi 
die Lichtgeschwindigkeit niemals erreicht wird. In den freien neg 
Elektronen, die sich in den Kaihodenstrahhn und der von einem 
aktiven Kôrper ausgehenden / 5 -Strahlung bewegen, hahen wir Korp 
kennen gelernt, deren Geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit ver| 
bar ist; flir sie ist nun in der Tat durch Versuche von Kaufmann, Bu( 
Ratnowski und Hupka das von der Relativitâtstheorie geforderte Vei 
bei longitudinaler Beschleunigung durch ein elektrisches und transv 
Bescbleunigung durch ein Magnetfeld experimentell festg est élit wor< 
Erst wenn wir denjenigen Grundgleichungen der Elektronent 
die wir in § 19 auf eine dem Relativitâtsprinzip genügende inv 
Form gebracht haben, die Gleichung die Aussage, d 

Elektrizitâit an der Materie haftet, und die rnechanischen Grundgleid 
hinzugefügt haben, erhalten wir ein en zyklisch geschlossenen Ge 
zusammenhang, in dem eine wirkliche, von Bezeichnungskonvei 
unabhângige Aussage über den Verlauf von Naturerscheinungen en 
ist, Erst jetzt also kônnen wir eigentlich behaupten, für ein g 
Gebiet, das der elektromagnetischen Vorgânge, die Gültigkeit des 
tivitütsprinzips nachgewiesen zu haben. 

Im elektromagnetischen Feld leitet sich der ponderomotorische V 
ab aus einem nur von den lokalen. Werten der Zustandsgrôfien abh; 
Tensor Sîh nach den Formeln 

_ . 
b a:* 

Gemâfi der universellen Bedeutung, vvelche wir dem Energiebe 
der Naturwissenschaft zuschreiben, haben wir anzunehmen, da6 dit 
nur für das elektromagnetische Feld, sondern für jedes physikalis 
scheinungsgebiet zutrifft, und daS es überhaupt zweckmâfiig ist, au 
Tensor statt auf die ponderomotorische Kraft als die ursprünglichi 
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zurückziigreifen. Für jedes Erscheinungsgebiet handelt es sich darum, 
zu ermitteln, in welcher Weise der Energie-Impuls-Tensor (der ein Linien- 
tensor 2. Sttife istj so daB seine Komponenten Sj;^ stets der Symmetrie- 
bedingung genügen mUssen) von den charakteristischen Feld- oder Zustands- 
grôBen abhângt. Auch die linke Seite der mechanischen Gleichungen 


dî(i 




=// 


kann ohne weiteres auf einen »kinetischen« Energie-Impuls-Tensor zurück- 
geführt werden: 

== IH îtk . 

Es ist nâmlich 






Das erste Glied auf der rechten Seite ist = o wegen der Kontinuitâts- 
gleichung der Materie, das zweite wegen 

^ hui dxk dui ^ 

hxjk ds ds 

= Uq • Dcmgcmàp besagen die mechmische^i Gleichungoi ^ da§ der 
gesamte Energit'-Impuh- Tensor 

^îk -j- Sîk 1 

zusammengesetzt aus dent kinetischen R nnd dem poientiellen *S, den Er- 
halhmgssàizen genügt : 

ITî^ 

=== ^ • 

ÙXk 


Damit bat das Prinzip von der Erhaltung der Energie seine beste 
Formulieruiag erfahren; es ist aber nach der Relativitàtstheorie unlôslich 
verkntipft mit dem Prinzip von der Erhaltung des Impulses, und dem 
Begriff des Impulses mufi eine ehénso universelle Bedeutung zukommen wie 
dem der Energie, Drticken wir den kinetischen Tensor an einer Welt- 
stelle in einem solchen normalen Koordinatensystem aus, relativ zu dem 
die Materie daselbst momentan ruht, so nehmen seine Komponenten 
eine auôerordentlich einfache Gestalt an: es ist (oder = 

wenn das CG^^S-System benutzt wird, in welchem c nicht = i ist), und 
aile übrigen Komponenten verschwinden. Dies legt den Gedanken nahe, 
daô die Masse als zusamraengeb alite potentielle Energie aufzufassen ist, 
die durch den Raum forts chreitet. 


§ 24. Die Materie. 

Den ebeti ausgesprochenen Gedanken genauer auszulegen, knüpfen wir 
an die Bewegung eines Elektrons an. Bisher haben wir uns vorgesteUt, 
daB in seiner Bewegungsgleichung (52) für die Kraft ^ diejenige 

= <? (@ + [e = Ladung des Elektrons) 
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einzutreten bat, die sich aus dem von auBen angelegten elektrischen u 
magnetischen Feld @ und ^ ergibt. Tatsâchlich unterliegt aber das El< 
tron wâhrend der Bewegung nicht nur der Einwirkung dieses auSer' 
sondem auch des von ihm selbst erzeugten und mitgeführten Feld 
Bei dessen Ermittlung tritt uns die Schwierigkeit entgegen, daS wir 
Konstitution des Elekttons nîdit kennen, daB uns insbesondere die Na 
und GesetzmâOigkeit des Kohâsionsdrucks unbekannt ist, der das Elekti 
entgegen den enormen Fliehkrâften der in ihm zusammengedrangtea ' 
gativen ■ Ladung zusammenhâlt. Jedenfalls ist aber das ruhende Elekt 
mitsamt seinem elektrischen Felde (dies rechnen wir durchaus mit z 
Elektron) ein in statischein Gleichgewicht befindliches physikalisches Syst' 
und darauf allein kommt es an. Wir benutzen ein normales Koordinal 
System, in welchem das Elektron ruht. Der Energietensor (auBerhalb ' 
innerhalb des Elektrons) habe die Komponenten Uk. DaB im Elekt 
Ruhe herrscht, drückt sich dadurch aus, daB der Energiestrom mit 
Komponenten hi [i = i, 2, 3) verschwindet. Die o* der Gleichgewic 


bedingungen 

( 53 ) 



ergibt dann, daB die Energiedichte von der Zeit unabhangig 
Wegen der Symmetrie sind auch die Komponenten (z = i, 2, 3) 
Impulsdichte = o. Ist tW derVektor mit den Komponenten 
so liefert die Gleichgewichtsbedingung (53) (z = i): 

div th) = O . 


Wenden wir den GauBschen Satz auf eine Flâche an, die aus einera S 
einerdas Elektron senkrecht zur x^, oder x^ Achse durchschneide: 
Ebene besteht und durch eine auBerhalb des vom Elektron eingenomtn 
Raumgebiets verlaufende krumme Flâche geschlossen wird, so erg 
sich die Gleichungen 

/ if„ (ix^ dx^ — O, /jf„ dx^ dx^ = o, //.j dx^ rfzr, = o , 

wobei sich die Intégrale jedesmal über jenen ebenen Querschnifct 
Elektrons erstrecken. Integriert man noch die erste Gleichung Xï wà 
die zweite nach x,, die dritte nach x^, so findet man, daB zwrar 
die tik (z, I, 2, 3), wohl aber ihre Volumintegrale ftifd 
schwinden. Diese Umstânde dürfen wir für jedes im statischen O 
gewicht befindliche System als zutreffend erachten. Das gewonnen 
sultat laBt sich in einem beliebigen Koordinatensystem durch die invajri 
Formeln ausdrücken: 

(54) ftîkdV^^E^UîUk (z, /z==o, I, a, I 

Ea ist der (im Bezugsraum, in welchem das Elektron ruht, geioae 
Energieinhalt, ui sind die kovarianten Komponenten der Weltricbitui 
Elektrons und d das (gemâB der Vorstellung, daB der ganze Rat 
der Bewegung des Elektrons teilnehme, berechnete) Ruhvolunaen 
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Raumelements. (54) g^t streng bei gleichfôrmiger Translation; wir werden 
die Formel aber auch auf nngleichfôrmige Bewegung anwenden dürfen, 
wenn u râumlich und zeitlich nicht zu rasch verânderlich ist. Dann 
aber sind die Komponenten 

‘ ôw 

der ponderomotorischen Wirkung, welche das Elektron auf sich selbst 
ausübt, nicht mehr = o. 

Setzen wir das Elektron als vôllig masselos voraus und ist pi die von 
âuBen einwirkende » Viererkraft«, so erfordert das Gleichgewicht, daû 

(55) /+/=o 

wird. Wir spalten nach einem festen e in Raum und Zeit: 

Vi — h\ hM, P = (/) = / I P 
und integrieren (55) nach dem Volumen dV—dV^Vi — 

Benutzung eines zu i^c gehôrigen normalen Koordinatensysteins 

d 


Da bei 


f/dV'- 


= ^p^ dx^ dx^ dx^ — 

{Eq V I 


dx, 




dx, dx^ dx^ 


dXr 






ist {x„ — i die Zeit), so kommt dann 
dtXŸj, _ 

— 

Diese Gleichungen sind gültig, wenn die von anBen angreifende Kraft $ . 

El 

(im Vergleich zu — , a = Elektronenradius) nicht zu grofî ist und ihre 

(t 

Dichte im Bereich des Elektrons wesentlich konstant. Sie stimmen aber 
genau mit den mechanischen Grundgleichungen tiberein, wenn nur die 
Masse m ersetzt wird durch E^, Mit andem Worten: die Tràgheit ist 
tint Eigenschaft der Energie. — In der Mechanik wird jedem materiellen 
Kdrper einè unverânderliche Masse m zugeschrieben, die zufolge der be- 
kannten Art und Weise, wie sie in das Grundgesetz der Mechanik eingeht, 
die Tràgheit, den Widerstand der Materie gegen beschleunigende Krâfte 
darstellt. Die Mechanik nimmt diese tràge Masse als etwas Gegebenes 
hin, für das sie nach keiner weiteren Erklârung sucht Hier aber er- 
kennen wir: die in dem materiellen Kôrper enthaltene potentielle Energie 
ist die Ursache dieser Tràgheit, und zwar entspricht im C 6 ^ .S-System, 
in welchem die Lichtgeschwindigkeit nicht = i ist, der Energie die 
Masse 

(56) 


Weyl, Raum, Zeit, Materie. 
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Damit ist eine neue, rein dynamische Auffassung der Materi( 
woimen*). Wie wir uns in der Relativitâtstheorie von dem GIî 
haben befreien. müssen, daS wir einen Raumpunkt zu verschiedenen 2 
wiedererkennen konnen, so liât es jetzt avch keinen Smn melir^ von 
seîhcji^ Stella rler Mat aria zu- verschiedenen ZciUn zu sprechen, DasElel 
das man sich früher wohl als einen substantiellen Fremdkôrper im 
stanzlosen elektromagnetischen Felde vorstellte, erscheint uns nui 
als ein gegen das Feld keineswegs scharf begrenzter kleiner Bezii 
welcbem die FeldgrôBen und die elektrische Dichte enorm hohe ' 
annehmen. Ein solcher »Energieknoten« pflanzt sich durch den ! 
Raum nicht anders fort wie eine Wasserwelle über die Seeflàche 
schreitet; es gibt da nicht »ein und dieseibe Substanz«, aus de 
Elektron zu allen Zeiten besteht. Es existiert nur der potentielle, 
daneben noch ein kinetischer Energie-lmpuls-Tensor. Die Spaltung zw' 
beiden, die in der Mechanik auftriit, ist nur die Scheidung zwisck 
breit und dünn im Felde verteilten Energie und der in den Energiek 
den Elektronen und Atomen zusammengeballten; die Grenze zwischen 1 
ist durchaus flieBend. Es ist die Aufgabe der Feidtheorie, zu erl 
wariini das Feld eine derartige kôrnige Struktur besitzt und jene Ei 
knoten sich ira Hin- und Herstrômen von Energie und Impuls ài 
erbalten (wenn auch natürlich nicht vôllig unverânderlich, so do( 
einem auBerordentlich hohen Grad von Genauigkeit): darin beste 
Prohkm der Malaria. Die Maxwell-Lorentzsche Théorie kann es 
deshalb nicht lôsen, weil in ihr der Kohâsionsdruck fehlt, welch 
Elektron zusainmenhâlt. Was wir geineinhin Materie nenuen^ ist 
Wesm nach atomisîisch\ denn die diffus verteilte Feldenergie pfleg 
nicht als einen materiellen Kôrper anzusprechen. Freilich sind die 
und Elektronen keine letzten unverànderlicheii Ehminte.^ an welch 
Naturkrâfte nur von auBen anpacken, sie hin- und herschiebend; s 
sie sind selber kontinuierlich ausgebreitet und in ihren feinsten 
feinen flieBenden Veranderungen unterworfen. Nicht das Feld bei 
seiner Existenz der Materie als seines Tragers, sondern die Mat 
umgekehrt aine Ausgehurt des Feldes\ die Formeln, welche die E 
nenten des Energietensors Tijc durch die ZustandsgrôBen des Feld 
drücken, lehren, nach welchen Gesetzen das Feld mit Energie und 
d. h. mit Materie verknüpft ist Da keine strenge Grenze zwiscl 
diffiisen Feldenergie und derjenigen der Elektronen und Atome 
müssen wir den Begriff der Materie, falls er einen exakten Sinn 1 
soll, weiter fassen als bisher: Materie nennen wir fortan dasjenig( 
welches dargestellt wird durch den Energie-ïmpuls-Tensor. In 
Sinne ist auch das optische Feld z. B. mit Materie verknüpft. V 


*) Schon Kant lekrt in den »Metaphysisclien Anfangsgründen der Nat 
schaft«, dali die Materie einen Ranm erfallt nicht durch ihre blohe Existenz 
durch répulsive Krhfte aller ihrer Telle. 
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so die Materie, prinzipiell gesprochen, im Felde auflôst, lost si ch die 
Mechanik in der Physik auf. Denn das Erhaltungsgesetz der iMaîerie 

157 ) 

das mechanische Grundgesetz, stellt, wenn man die T:i durch die Feld- 
grôBen ausdrückt, einen differentiellen Zusammenhang zwischen diesen dar, 
muS also aus den Feldgleichungen folgen. Die Materie in dem weiten 
Sinne wie wir jetzt das Wort nehmen, ist dasjenige, von dem wir direkt 
durch unsere Sinne Kunde erhalten. Fasse ich ein Stück Eis an, so 
nehme ich den an der Berührungsstelle zwischen jenem Kcirper und meinem 
Sinnesleib fliefienden Energiestrom als Wârme, den Impulsstrom als Dmck 
wahr' der optische Energiestrom an der Oberfiâche des Sinnesepiiheis 
meines Auges bestimmt die optischen Wahmehmungen, die ich habc. 
Hinter dieser uns durch die Sinnesorgane direkt offenbarten Materie 
yerborgen aber steckt das Feld. Für die Aufdeckung seiner eignen Ge- 
setzmâfiigkeit und der Gesetze, nach welchen es die Materie bestimmt, 
ist die Maxwellsche Théorie der erste glanzende Anfang; aber hier stehen 
wir mit unserer Erkenntnis noch nicht am Ziel. 

Nach der Formel (56) müssen wir, um die Tragheit der Kôrper zu 
erklâren, ibnen einen sehr betrâchüichen Energieinhalt zuschreiben: in 
I kg Wasser stecken 9 • 10®^ Erg. Diese Energie ist zu einem kleinen 
Teil die Kohâsionsenergie des Kôrpers, welche die Moleküle zusammen- 
hâlt zu einem groBeren die intramolekulare Energie, welche die Atome 
im Molekül bindet und die z. B. bei einer Explosion plotzlich frei wird, 
îu einem noch grôBeren die intraatomistische, welche die Bausteine des 
Atoms, die negativen Elektronen und den positiven Atomkem aneinander 
bindet und deren allmâhliches Freiwerden wir in dem radioaktiven Zerfall 
beobachten; sie ist endlich zum weitaus grôBten Teil die Eigenenergie des 
Atomkerns und der Elektronen selbst; die letztere tritt nur in der Tragheit 
zu Tage, da wir bislang keine Mittel kennen — Gott sei Dankî , sie 
ZUT «Explosion» zu bringen. Die tràge Masse veriindert sick mit dem 
Energieinhalt: erwârmt man einen KÔrper, so nimmt seine ttàge Masse 
zu, kühlt man ihn ab, so vermindert sie sich; freUich ist dieser Effekt 
zu klein, um der direkten Beobachtung zugânglich zu sein. 

Die hier nach Laue®") allgemein fÜr ein im statischen Gleichgewicht 
be&ndliches System durchgeführte Überlegung wurde zuerst, noch vor der 
Einsteinschen Eritdeckung des Relativitatsprinzips, am Elektron nnter Zu- 
emndelegung spezieller Voraussetzungen über dessen Konsütuüon an- 
gestellt; man nahm es als eine auf der Oberfiâche oder im ganzen Innem 
gleichfôrmig geladene Kugel an, die durch allseitig gleichen , g^en- 
wirkenden Kohâsionsdrack zusammengehalten wird. Die daraus sich er- 

gebende «elektromagnetische Masse» befindet sich in numerischer 

Obereinstimmung mit der Erfahrung, wenn man dem Elektron emen 
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Radius von der GrôBenordnung 10 ‘”''3 cm zuschreibt. Man darf sich 
wtindern, dafî sclion vor der Relativitâtstheorie eine derartige De 
der Elektronentrâgheit môglich war ; denn indem man Maxwellsche Eli 
dynamik trieb, stand man ja schon immer für dieses Erscheinungsj 
unbewul3t auf dem Boden des Relativitâtsprinzips. Die allgemem 
kenntnis von der Tragbeit der Energie verdanken wir Einstein und Plan 
Planck sttitzte sich bei der Entwicklung der Dynamik auf einen - 
Gegensatz zum Elektron — vollstandig bekannten, freilich im gei 
lichen Sinne nicht-materiellen >Probekdrper«j die Hohlraumstrahlu] 
thermodynamischen Gleichgewicht, wie sie sich nach dem Kirchhofl 
Gesetz in jedem von gleichmaôig temperiexten Wânden umgebenen 


raum ausbildet. 

In denjenigen phanomenologischen Theorien, in denen wir vo 
atomistischen Struktur der Materie absehen, denken wir uns die i 
Elektronen, Atomen usw*. aufgespeicherte Energie stetig über denï 
verteilt ; wir haben sie einfach dadurch zu berücksichtigen, daB wir 
Energie-Impuls-Tensor — bezogen auf ein Koordinatensystem, in m 
die Materie ruht — als Energiedichte die Ruhmassendichte einfühn 
haben wir z. B. in der Hydrodynamik bei Beschrânkung auf adiabi 
Vorgânge zu setzen 


Ti^\ == 



0 0 ' 0 1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 ' 

0 

0 


P ist der allseitig gleiche Druck; der Energiestrom ist bei adiaba 
Vorgângen o. Um die Komponenten dieses Tensors in einem bel 
Koordinatensystem hinzuschreiben, setze man noch = 
erhâlt man die invarianten Gleichungen 
(58) 

oder UiUk "4^ P * • 

Die Ruhmassendichte ist 

'X'ngtàliP = P ? 

und sie (nicht ist also bei inkompressibeln Elüssigkeiten kom 
setzen. Wirkt auf die Flüssigkeit keine Kraft, so lauten die hyd 
mischen Gleichungen 

Auf âhnliche Weise, wie es soeben mit der Hydrodynamik 
kann auch der Elastizitatstheorie eine dem Relativitàtsprinzip entspi 
Form gegeben werden Es bliebe endlich noch übrig, das Ge 
Gravitation, das in seiner Newtonschen Form durchaus an das 
Galileische Relativitàtsprinzip gebunden ist, dem Einsteinschen ana 
Sie birgt aber ihre besonderen Râtsel in sich, auf. deren Lôsun^ 
letzten Kapitel zu sprechen kommen. 
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§ 25. Die Miesche Théorie. 

Innerhalb der Elektronen kann die Maxwell-Lorentzsche Théorie nicht 
gültig sein; auf dem Standpunkt der gewôhnlichen Elektronentheorie 
müssen wir daher das Elektron als etwas a priori Gegebenes, als einen 
Fremdkôrper im Eelde behandeln. Es ist aber von Mze eine allgemeinere 
Elektrodynamik anfgestellt worden, anf Grund deren es moglich scheint, 
die Materie ans dem Felde zu konstruieren Wir wollen ihre Grund- 
lagen hier kurz entwickeln — als Beispiel einer den neuen Ideen über 
die Materie vôllig konformen physikalischen Théorie, das uns hernach 
noch gute Dienste leisten soll, und um an ihr zugleich das Problem der 
Materie genauer zu formulieren. 

Wir halten daran fest, dafi die in Betracht kommenden Zustands- 
grôBen sind: i) der vierdimensionale Stromvektor s, die >Elektrizitat«, 
und 2) der Elâchentensor i. Stufe Fy das »Feld«. Ihre Eigengesetzlichkeit 
ist ausgesprochen in den Gleichungen 


Ô ^2 


àF/i ^F/^ 


O. 


3) 




hxji; hxi 

Die Gleichungen 2) sind erfüllt, wenn F sich aus einem Vektor ifi ab- 
leitet nach den Formeln 

h Xk 0 :^/ ’ 

es folgt umgekehrt aus 2), dafi ein Vektor (p existieren mu6 derart, daB 
die Gleichungen 3) bestehen. Ebenso ist i) erfüllt, wenn ^ sich aus 
einem FJachentensor i, Stufe U in folgender Weise ableitet: 


es folgt umgekehrt aus i), daB ein diesen Relationen genügender Flâchen- 
tensor ZT notwendig existiert. 4) stimmt formai mit dem zweiten System 
der Maxwellschen Gleichungen* überein. Lorentz nahm an, daB allgemein, 
nicht bloB im Àther, sondern auch im Gebiet der Elektronen, H = F 
ist. Wir machen nach Mie die allgemeinere Vçraussetzung, daB H keine 
bloBe RechengrôBe ist, sondern eine reale Bedeutung hat und seine Kom- 
ponenten daher universelle Funktionen der ursprünglichen ZustandsgrôBen 
5 und F sind. Konsequenterweise müssen wir aber dann die gleiche 
Voraussetzung auch hinsichtUcb (p machen! In der entstehenden Grôfien- 
tabelle 

J j H 

nennen wir mit Mie die in der ersten Zeile stehenden die Intensitats- 
grôBen, sie sind durch die Differentialgleichungen 3) miteinander ver- 
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^ 7 mlp «îtehenden, fur welche die Diffeti^ 

knüpft; die ifi der zwei ^ QuantitâtsgrôBen heiBen. Sp< 

gleictangen 4 )gel^^ in § 19 verwendete.» 

wir m Raum und wohlvertrauten Gleichungen vot 

zeichnungen an, so naoen 

\ H.- 

ô#- 
ô# 

M- 

ôif 

- rot ^ 


2 ) 

3 ) 

4 ) 


-’+ div ê 
’ 4- rot @ = 
- grad (f 




(div S 5 = q)| 
(_rot.t««), 
(div® == il* 


U 


Rennenwir die -nive-llen 

ausdrücken, “ *Hauptgleichungen« v. 

jede Komponente Vo ZustandsgrôBen nach d«f 

durch welche die raumlichen AbleittmgW 

Abhângigkeit von diesen welche durch das Km 

Wen; also jene Form der aber, das hi« i 

ÿrinzij> gefordert wird. Das fordert, daS m 

gewissen Gegensate ^^îerL »Nebengleichungen* begki«it 

in keine nach der ^eit 

:S 3 ) folgt 

-(SB + rotf) = O, 


hr 


ans i) und 4) 


^_ 4 (div®). 
ht ^t^ 


U 4 - " 

. ,r , • V, /ipr Mipschen mit den Lorentzschen Grun 4 ,' 
En Vergleich der Mi^chm “ . 

der Elektronentheorie ist lehweicn ursprünglicHcî 

auf, und das Gesetz, ^ach welchem ^ dmch die 

grôBen ^leiditng 3) ruhLrisch definierl. ^ 

dort t/) und î durch ^ j aléser Potentiale von .Sm 
ein Gesetz, das die Aonang g festlefft. An de»»» 

die Formel fur die Dich ^ der Elektronen untef 1 

™ de„ leldgleicWe. ‘J; 

„6tig, di= vo. Mie eben “ ^de. werf.. 


resuitierenae eiesmsctie iî^ratt, welcher nun nach Gleichung 3) die GrôBe f 
als ■» elektrischer Impulsa zugehort. Es ist wunderbar zu sehen, wie in 
der Mieschen Théorie die Grundgleichung der Elektrostatik (59), die am 
Anfang der Elektrizitâtslehre steht, plotzlich eine viel anschaulichere Be- 
deutung gewinnt, indem das Potential als elektrischer Druck auftritt; das 
ist der gesuchte Kohüsionsdruck, welcher das Elektron zusammenhâlt. 

Das Bisherige gibt nur ein leeres Schéma, das seine Ausftillung finden 
muQ durch die nocli unbekannten universellen Funktionen, welche die 
Quantitâts- mit den IntensitâtsgrôBen verknüpfen. Ihre Ermittlung kann 
bis zu einem gewissen Grade noch rein spekulativ geschehen durch die 
Forderung, dafi für den Energie-lmpuls-Tensor Tik der Erhaltungssatz (57) 
gültig sein muB (also durch die Forderung der Geltung des Energie- 
prinzips). Denn das ist gewiB eine notwendige Bedingung, damit sich 
überhaupt ein Zusammenhang der Théorie mit der Erfahrung herstellen 
laSt. Das Energiegesetz mu6 die Form haben 

, r,- 

wo W die Energiedichte, © der Energiestrom ist. In der Maxwellschen 
Théorie findet man es, indem man 2) mit 4) mit ® multipliziert und 
addiert : 

(60) ^ J + ® + div [®§] = 




In dieser Beziehung tritt auf der rechten Seite noch die Arbeit auf, welche 
zur Erhdhung der kinetischen Energie der Elektronen oder nach unserer 
jetzigen Auffassung zur Erhdhung der potentiellen Energie des Feldes im 
Gebiet der Elektronen verwendet wird. Hier mufi dieses Glied also sich 
gleichfalls noch ziisammensetzen lassen aus einem nach der Zeit differen- 
tiierten Term und einer div. Behandeln wir aber die Gleichungen i) und 3) 
ganz analog, wie wir eben mit 2) und 4) verfahren sind, d. h. multipli- 
zieren i) mit cp und 3) skalar mit so kommt 


(61) 


7» ^ ^ + div (7)ô) = 


. ,Die Addition von (60) und (61) ergibt das Energiegesetz; es muS dem- 
nach der Energiestrom 

(S =: [®§] (p^ 

«piT» nnrl 



sein und 


W: 
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ZustandsgroSeu @ da, 

ww“Ïetcht,laB die sâmtüchen IntensitâtsgrôBeu als unabhângige Vana 
fungleren. Man hat m bilden 

. iX = W— — ÇfjPi 

(62) 

dannist = [^ô^ù - + {êô^ - QÔcp). 

^ T ale Funktion der IntensitâtsgrôBen, so sind dtircli c 
Kennt OuantitâtsgroBen als Funktionen derselben bestimmt. , 

ts, - - “risrssïï. so 

Kehreix wir ziw vieraixnenbiuixcixtix 

lôz = 
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eirivS^nteT’ dI 
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des Flâchentensoxs F^F- ^ -J J > 

£ !£t^tensors< xnit den Komponenten F.rp.+ mk + ^. 

Wie in der dreidimensionalen 

cbaraktensiert ist JircU a zeigen, daB die eben angej 

vierdimensionalcn „ u^a einem Flâchentensor Z bes 

Invarianten die ans „ ’^vollstandig festlegen. Jede In\ 

Figur im Sinne Z, mnB sicb mithin dm 

insbesondere die Hamiltonscn Bestimmun 

vief GrôBen algebxaisch /^oj^^oxie das Problem der Mate: 

Ausdtucks reduziext die Miescb Elektxone 

M.»«Bsol.e ttoom 4“ i „ Z" «.U»'»- 

môglicb sind, ist m ihr as vierdimensional ans 

a«e» ”ëf 
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,, , Ti^ = FirFf^’' + <f^^ ‘ 

(64) 
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bilden. Die Tf sind also die gemischten Komponenten des Energie- 
Impuls-Tensors; welcher nach nnseren Rechnungen dem Erhaltungssatz (57) 
für 2 = O und demnach aiich für ? ==: i, 2, 3 genügt. Der Beweis, daB 
seine kovarianten Komponenten der Symmetriebedingung Tki — Ta ge- 
nügen, wird im nâchsten Kapitel nachgeholt werden. 

Die Feldgesetze kônnen in ein sehr einfaches Variatîonsprinzip, das 
Hamiltonsche Prinzip^ zusammengefaBt werden. Wir betrachten als unab- 
hângige ZustandsgrôBe jetzt allein das Potential mit den Komponenten cpi 
und definüren das Feld durch die Gleichung 

^ Xk 0 Xl 

In die Gesetze geht die invariante Hamiltonsche Fnnktion L ein, welche 
vom Potential und Feld abhàngt. Wir definureii den Stromvektor .9 und 
den Flâchentensor H durch (63). Ist bei Benutzung eines beliebigen 
affinen Koordinatensystems 

dco == y g dx^ dx^ dx^ dx^ 

das vierdimensionale » Volume! ement 4: der Welt ( — g die Déterminante 
der metrischen Fundamentalform), so ist das über irgend ein Weltgebiet 
erstreckte IntQgral f Z dco eine Invariante; sie heifît die in dem betr. 
Gebiet enthaltene Wirktmgsgrope^ L ist die »Weltdichte der Wirkung«. 
Das Hamiltonsche Prinzip behauptet, dafî die WirkungsgrôBe für jedes 
Weltgebiet einen stationaren Wert annimmt, in dem Sinne, daÔ 

(65) ôfLdco==o 

ist für jede an der Grenze des Gebiets verschwindende infinitésimale 
Variation ôcpi des Potentials. In der Tat ist 

(66) lôfZdoj ^/{^IP^'^dPa + s^^âcpijdco , 

und da Différentiation und Variation vertauschbar sind, hat man zu setzen 

^ Ô Xk h Xi 

Es ist ferner 

IXk 

und durch partielle Intégration kommt 



also ergibt sich 

4 ôfz dco =/{- + /} (î cpk . . 

Wâhrend 3) durch Définition sichergestellt ist, liefert somit das Hamilton- 
sche Prinzip die Feldgleichungen 4) ; i) und 2) folgen aus 3) und 4). 
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So dràngt sich denn schliepiich die Miesche Elektrodynamik in das 
einfache Wirkungsprinzip (65) zusamme 7 i — ganz analog, wie auch die 
Entwicklung der Mechanik schliefîlich im Wirkungsprinzip gipfelte. Wâh- 
rend aber in der Mechanik zn jedem vorgegebenen mechanischen System 
eine bestimmte Wirkungsfunktion L gehôrt, die es ans dessen Konstitution 
zu ermitteln gilt, liaben wir es hier mit einem einzigen System, der Welt, 
zii tun. Das eigentliche Problem der Materie hebt damit erst an: es 
handelt sich darum, die der Welt zukommende Wirkungsfunktion, die 
»Weltfunktion« L zu bestimmen; ihm stehen wir vorerst noch ratios 
gegenüber, Wâhlen wir in willkürlicher Weise ein Z, so erhalten wir 
eine von dieser Wirkungsfunktion beherrschte »môgliche« Welt, in der 
wir uns (wenn uns nur die mathematische Analysis nicht im Stiche làSt) 
vollstândig auskennen — viel besser als in der wirklichen. Es kâme aber 
natürlich darauf an, unter ail diesen môglichen Welten die einzige exi- 
stierende wirkliche herauszufinden; nach allem, was wir von den Natur- 
gesetzen wissen, mu6 das ihr zukommende L durch einfache mathema- 
tische Eigenschaften ausgezeichnet sein. Wieder ist die Physik, heute 
als Feldphysik, auf dem Wege, die Gesamtheit der Naturerscheinungen 
auf ein einziges Naturgeseiz zurückzuführen, ein Ziel, dem sie schon einmal, 
als die durch Newtons Principia begründete mechanische Massenpunkt- 
Physik ihre Triumphe feierte, nahe zu sein glaubte. Do ch ist auch heut 
dafür gesorgt, daB unsere Baume nicht in den Himmel wachsen. Wir 
wissen ja nicht, ob wir mit denjenigen ZustandsgrôBen, welche der Mie- 
schen Théorie zugrunde liegen, zur Beschreibung der Materie ausreichen, 
ob sie tatsâchlich rein »elektrischer« Natur ist. Vor allem aber hângt die 
dunkle Wolke aller jener Erscheinungen , mit denen wir uns heute not- 
dürftig vermittels des Wirkungsqiiantums auseinandersetzen, über dem Land 
der physikalischen Erkenntnis, wer weiB welch neuen Umsturz drohend. 

Versuchen wir es einmal mit dem folgenden Ansatz für Z: 

(67) Z = I + 2ze/(y (piCp^ 

{w eine willkürliche Funktion einer Variablen), der sich zimâchst als der 
einfachste, über die Maxwellsche Théorie hinausgehende darbietet, — ob- 
schon durchaus kein Grund vorliegt, anzunehmen, daB die Weltfunktion 
in Wirklichkeit diese Gestalt besitzt. Wir beschrânken uns auf die Be- 
trachtung statischer Lôsungen, für die 

a3 = .<p = o, § = f = o 

ist. Wir haben 

@ = grad cp J div 2» == ç 

2 ) = @ J Q = 7 £j' {ff) 

(der Akzent bedeutet die Ableitung). Gegenüber der gewôhnlichen Elektro- 
statik im Àther ist hier das Neue, daB die Dichte q eine universelle 
Funktion des Potentials, des elektrischen Drucks (p ist. Es ergibt sich 
als »Poissonsche Gleichung« 

{(p) = O . 
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Eine (im Unendlichen verschwindende) Lôsung dieser Gleichung stellt 
einen môglichen elektrischen Gleichgewichtszustand, ein môgliches für 
si ch existenzfâhiges Korpuskel in der Welt dar, die wir jetzt konstruieren. 
Das Gleichgewicht wird nur dann stabil sein kônnen^ wenn die Ldsung 
Kugelsymmetrie hat. In diesem Fail lautet die Gleichung, unter r den 
Radius vector verstanden, 



Ist w keine gerade Funktion von so wird mit ip im allgemeinen nicht 
auch — cp eine Losung sein; d. h. unter diesen Umstânden sind positive 
und négative Elektrizitàt wesensverschieden. In der Tat wird aber w keine 
gerade Funktion sein kônnen, wenn in unserer Welt Materie existieren 
soll, die sich im Spiel der Krâfte erhalt. Denn nur wenn w nicht gerade 
ist, hat das Grundgesetz (67) die Konsequenz, dafi 

Vcp/cp^ == 

O der, was hier auf dasselbe hinauskommt, immer reell bleibt; 

dies aber mu6 der Fall sein, wenn ein stabiles Elektron existiert, da 
alsdann seine Geschwindigkeit b (ê = die Lichtgeschwindigkeit nicht 
übersteigen kann. So gewahrt die Miesche Théorie prinzipiell die Mdg- 
lichkeit, in Zusammenhang mit der Existenz der Materie die in unserer 
wirklichen Welt stattfindende Wesensverschiedenheit von positiver und 
negativer Elektrizitàt zu verstehen, über die weder die Maxwellsche noch 
die Elektronentheorie Rechenschaft zu geben vermôgen. 

Soll (68) eine bei r = 00 regulare Ldsung 

(69) 

besitzen, so findet man durch Einsetzen dieser Potenzentwicklung in das 
erste Glied der Gleichung, daB die Entwicklung von w'{(p) mit der 
Potenz oder einer noch hdheren negativen beginnt, daB folglich w (x) 
für rit: = O mindestens von 5^®'' Ordnung o sein muB. Unter dieser Voraus- 
setzung hat aber die Gleichung 00 * bei r = o und 00 ^ bei r — cx> regu- 
lare Ldsungen. Man wird (als » allgemeinen^ Fall) erwarten dürfen, daB 
diese beiden ewdimensionalen I^ôsungsscharen (innerhalb der zweidimen- 
sionalen Gesamtschar aller Ldsungen) eine endliche oder jedenfalls eine 
diskrete Anzahl von Ldsungen gemein haben. Diese würden die ver- 
schiedenen mdglichen Korpuskeln (Elektronen und Atomkerne?) darstellen. 
Es ist freilich nicht ein Elektron oder ein Atomkern allein auf der Welt; 
aber die Abstânde zwischen ihnen sind im Vergleich zu ihrer eigenen 
Ausdehnung doch so groB, daB durch ihre gegenseitige Einwirkung der 
Feldverlauf im Innern des einzelnen Elektrons oder Atomkerns nicht 
wesentlich modifiziert wird. Ist cp die ein solches Korpuskel darstellende 
Ldsung (69) von (68), so ist die Gesamtladimg desselben 
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CO 



O 


dr = 


■'"■'■"S 




î 


seine Masse aber berechnet sich als das Intégral der Energiedichte 
die ans (62) hervorgeht : 


00 

Masse — j" (| (grad (pY + 7e/(r/)) — (f icj' {cp)] r"" dr 

O 

00 

:= /^ 7 t J {w{(p) — l<pw'{(p)} r'^d)- . 


Wir kônnen also ans den Naturgesetzen die Masse und Ladxmg des EhktroiUy 
die Atomgewichte und Atomladungen der einzelnen existierenden Elemente 
berecknen^ wâhrend wir bisher diese letzten Bausteine der Materie immer 
als etwas mit seinen numeriscben Eigenschaften Gegebenes hingenommen 
haben. Zwar bleibt das einstweilen nur ein Programma Solange wir die 
Weltfunktion L nicht kennen; der eben zugrunde gelegte spezielle An- 
satz (67) sollte nur dazu dienen, klar zu machen, ein wie tiefes und 
griindliches, auf Gesetze basiertes Verstândnis für die Materie und ihre 
Konstîtution uns die Kenntnis der Wirkungsfunktion erôfFnen würde. Im 
übrigen kann die Diskussion derartiger willkürlicli gewàhlter Ansâtze nicht 
weiter führen, sondern es werden neue physikalische Einsichten und Prin- 
zipien nôtig sein, die uns den richtigen Weg zur Bestiramung der Hamilton- 
schen Funktion weisen. 


Die groôe Erkenntnis, zu der wir in diesem Kapitel gelangt sind, ist 
die, dafi der Schauplatz der Wirklichkeit nicht ein dreidimensionaler 
Euklidischer Raum ist, sondern die vierdimensionale Welt^ in der Raum 
und Zeit in îmîbslicher Weise miieinander verhunden sind. So tief die 
Kluft ist, welche für unser Erleben das anschauliche Wesen von Raum 
und Zeit trennt — von diesem quali tativen ünterschied geht in jene 
objektive Welt, welche die Physik aus der unmittelbaren Erfahrung 
herauszuschâlen sich bemüht, nichts ein. Sie ist ein vierdimensionales 
Kontinuum, weder »Raum« noch »Zeit«; nur das an einem Stück dieser 
Welt hinwandernde BewuBtsein erlebt den Ausschnitt, weicher ihm ent- 
gegenkommt und hinter ihm zurückbleibt, als Gesciiichte^ als einen in 
zeitlicher Entwicklung begriffenen, im Raume sich abspielenden Prozefî. 

Diese vierdimensionale Welt ist metrisch, wie der Euklidische Raum; 
aber die quadratische Form, welche die Metrik bestimmt, ist nicht positiv- 
definit, sondern hat eine négative Dimension. Dieser Umstand ist zwar 
mathematisch belanglos, aber für die Wirklichkeit und ihren Wirkungs- 
zusammenhang von tiefer Bedeutung. Es war nôtig, den in mathema- 
tischer Hinsicht so einfachen Gedanken der metrischen vierdimensionalen 
Welt nicht nur in isolierter Abstraktion zu erfassen, sondern “ ihn in seine 
wichtigsten Konsequenzen für die Auffassung der physikalischen Vorgânge • 
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zu verfolgen, um zu einem lebendigen Verstândnis seines Inhalts und 
seiner Tragweite zu gelangen; das sollte hier in aller Kürze versucht 
werden. Es bleibt merkwürdig, dafî die dreidimeDsionale Geometrie der 
statischen Welt, die schon von Euklid in ein vollendetes axiomatisches 
System gebracht wurde, für uns einen so einleuchtenden Charakter besitzt, 
wâhrend wir uns der vierdimensionalen erst in zaheta Ringen und im 
Anschlnfi an ein ausgedehntes physikalisch-empirisches Material haben 
bemâchtigen kônnen. Erst mit der Relativitâtstheorie ist unsere Natur- 
erkenntnis (darf man sagen) der Tatsache der Bewegung, der Verânderung 
in der Welt vollstândig gerecht geworden. 


Kapitel IV. 

Gravitation. 

§ 26. Relativitât der Bewegung, metrisches Feld und 
Gravitation 

In so vollendeter Weise auch immer das Einsteinsche Relativitâts- 
prinzip, das wir im vorigen Kapitel entwickelt haben, den aus der Er- 
fahrung gewonnenen, den Wirkungszusammenbang der Welt prâzisierenden 
Naturgesetzen gerecht wird — in erkenntnistheoretischer Hinsicht kônnen 
wir uns nicht mit ihm zufrieden geben. Greifen wir noch einmal auf 
den Anfang des letzten Kapitels zurück! Wir lernten damais ein »kine“ 
matisches« Reiativitâtsprinzip kennen. t waien die Raum-Zeit- 

Koordinaten eines Weltpunktes, bezogen auf ein bestimmtes dauernd vor- 
handenes Cartesisches Koordinatensystem im Raum, x!^x'^x'^j t' die 
Koordinaten desselben Punktes in bezug auf ein zweites solches System, 
das zu dem ersten in beliebiger Bewegung begriffen sein kann; zwischen 
ihnen bestehen die Transformationsformeln (II), S. 116. Wir sahen mit 
voiler Evidenz ein, daB zwei physikalische Zustandsverlaufe objektiv in 
keiner Weise voneinander verschieden sind, wenn die ZustandsgrôBen für 
den einen sich durch dieselben mathematischen Funktionen von x[ x'^x'^^ t' 
darstellen, die in den Argumenten x^x^x^j t den andern Verlauf be- 
schreiben. Es müssen also auch die Naturgesetze in dem einen System 
unabhângiger Raum-Zeit- Argumente genau die gleiche Eorm besitzen wie 
in dem andern. Freilich: die Tatsachen der Dynamik scheinen jener 
Forderung ins Gesicht zu schlagen, und unter dem Zwange dieser Tat- 
sachen hat man sich seit Newton dazu entschlieBen müssen, nicht der 
Translation, wohl aber der Rotation eine absolute Bedeutung zuzuschreiben; 
doch hat die Vernunft dieses ihr durch die Wirklichkeit zugemutete Ab- 
strusum niemals recht verdauen kônnen (trotz aller philosophischen Recht- 
fertigungsversuche, vgl. z. B. Kants »Metaphysische Anfangsgründe der 
Naturwissenschaften«), und das Problem der Zentrifugalkraft ist immer 
wieder als ungelôstes Râtsel empfunden worden""). 
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Indem wir aber die in Kap. II dargestellten Riemannschen Ideet'^j 
statt auf den dreidimensionalen Euklidischen Raum, anf die vierdimensiO" 
nale Einstein-Minkowskische Welt, von welcher das vorige Kapitel 
delte^ anwenden, gelangen wir zu einer überraschenden Lôsung, die 
gleichfalls dem Genie Einsteins verdanken. Die Weltpunkte, haben wii* 
danach anzunehmen, bilden eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit, welch^î^ 
durch eine nicht-ausgeartete quadratische DüFerentialform Q von 
positiven und drei negativen Dimensionen*) eine MaBbestimmung auf" 
gepragt ist. Bei Benutzung irgendeines Koordinatensystems Xi{z =1= o, x, 2, s) 
(im allgemeinen Riemannschen Sinne) sei 

(i) Q ga- dxi âxj , . 

îk 

Die Naturgesetze drücken sich jetzt als Tensorrelationen aus^ die gege»** 
über beliebigen stetigen Transformationen der Argumente xi invariatit^ 
sind; dabei treten dann aber neben den übrigen physikalischen Zustands-- 
groBen die Koefûzienten ga der quadratischen Dififerentialform (i) auf. 
Der oben aufgestellten Relativitatsfurderung wird demnach im Einldang 
mit den Erfahrungstatsachen Genüge geleistet, wenn wir die gik in genaU 
der gleichen Weise wie etwa die Komponenten (pt des elektromagnetisclien 
Potentials (welche die Koefûzienten einer invarianten linearen Differential- 
form ^ (pi d Xi bilden) als physikalische Ziistandsgrd§e 7 i hetrachten , àtnen 

i 

etwas Reales entspricht^ das »metrische Feld«. Es besteht unter diesen 
Umstânden sogar Invarianz nicht bloB gegenüber den erwâhnten Trans- 
formationen (II), die nur in bezug auf die Zeitkoordinate vôllig willkür- 
lichen (nicht-linearen) Charakter tragen , sondern gegenüber allen Trans- 
formationen überhaupt. Die Auszeichnung der Zeitkoordinate in (II) ist 
ja in der Tat mit den durch das Einsteinsche Relativitâtsprinzip ge- 
wonnenen Erkenntnissen unvertraglich. Indem wir aber statt (II) ganaj 
beliebige Transformationen zulassen, auch solche, die in den Raumkoordî- 
naten nicht-linear sind, behaupten wir, daB die Cartesischen Koordinaten- 
systeme an sich in keiner Weise vor irgendeinem »krummlinigen« Koordi- 
natensystem ausgezeichnet sind. Damit fàllt die Existenz einer von der 
Fhysik unahhângigen Geometrie im alten Sinne, und gerade weil wir uns 
von dem Dogma der Existenz einer solchen Geometrie noch nicht freî 
gemacht hatten, waren wir durch vernünftige Überlegung auf das Rela- 
tivitâtsprinzip (II) und nicht sofort auf das Prinzip der Invarianz gegenüber 


*) Wir lassen gegenüber dem vorigen Kapitel die Ànderung eintreten, daÛ wir 
die metrische Fundamentalform mit dem entgegengesetzten Vorzeichen versehen. Bîe 
friihere Festsetzung war die bequemere zur Darstellung der Zerspaltung der Welt la 
Raum und Zeit, für die allgemeine Théorie erweist sich die gegenwartige als 
zweckmaÛigere. Wir übernehmen die Zeichen ohne Vorzeichêa.. 

ünderung; dann hat aber z. B. das entgegengesetzte Vorzeichen wie bisher. 
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beliebigen Transformationen der vier Weltkoordinaten gekommen. In Wahr- 
heit beruht aber das râumliche Messen auf einem physîkalischen Vorgang: 
der Reaktion der Lichtstrahlen und starren Mafîstâbe auf die gesamte 
Kôrperwelt. Bereits in § 20 trat uns dieser Gesichtspunkt entgegen, vor 
allem aber kônnen wir an die Ausführungen von § 12 anknüpfen; denn in 
der Tat sind wir hier zu Riemanns >dynaraischer« Auffassung gelangt als 
einer notwendigen Konsequenz der Relativitât aller Bewegung. Das Ver- 
halten der Lichtstrahlen und MaÔstàbe wird auBer durch ihre eigene Be- 
schaffenheit bestimmt durch das ^metrische Feld^, genau so wie das 
Verhalten einer elektrischen Ladung auJQer von dieser selbst von dem 
elektrischen Feld abhângt, Wie aber das elektrische Feld seinerseits er- 
zeugt wird von den Ladungen und durch seine V ermittlung also eine 
ponderomotorische Wechselwirkung der Ladungen aufeinander zustande 
kommt, müssen wir hier annehmen, daB das incti'ische Feld (oder, mathe- 
matisch gesprochen, der Tensor mit den Komponenten erzeugt wird 
durch das Materielle^ welches die Welt erfüllt. Die im vorigen Kapitel 
über die Weltmetrik gemachte, der Euklidischen Geometrie im dreidimen- 
sionalen Raum entsprechende Annahme, daB es spezielle Koordinaten- 
systeme gibt, die >affinen«, in welchen die metrische Fundamentalform 
konstante Koeffizienten hat, ist dieser Auffassung gegenüber nicht mehr 
aufrecht zu erhalten. 

Durch ein einfaches anschauliches Beispiel kann man sich klar machen, 
wie die geometrischen Verhàltnisse durch Bewegung in Mitleidenschaft 
gezogen werden. Man versetze eine ebene Scheibe in gleichfdrmige 
Rotation. Ich behaupte, wenn in demjenigen Bezugsraum, relativ zu dem 
hier von gleichfôrmiger Rotation gesprochen wird, die Euklidische Geo- 
metrie gilt, sie auf der rotierenden Scheibe, wenn diese mittels mitbe- 
wegter MaBstâbe ausgemessen wird, nicht mehr gilt. Man betrachte 
nâmlich einen um das Rotationszentrum beschriebenen Kreis auf der 
Scheibe. Sein Radius hat den gleichen Wert, ob ich ihn mittels ruhen- 
der oder mitbewegter MaBstâbe messe; denn die Bewegungsrichtung ist 
senkrecht zu der Langserstreckung des an den Radius angelegten MaB- 
stabes. ' Hingegen ergibt sich für die Kreisperipherie mittels der mit- 
bewegten MaBstâbe wegen der Lorentz-Kontraktion, welche sie erfaliren, 
ein grôBerer Wert. Auf der rotierenden Scheibe gilt somit nicht mehr 
das Euklidische Gesetz, daB der Umfang des Kreises = 2 tz; mal dem 
Radius ist. 

Wenn in einem Speisewagen, der durch eine scharfe Kurve fâhrt, die 
Glaser umfallen, oder ein in Rotation versetztes Schwungrad zerspringt, 
so haben wir darin nach der hier skizzierten Auffassung nicht, wie nach 
Newton, die Wirkung einer »absoluten Rotations zu erblicken, die es 
nicht gibt, sondern des »metrischen Feldes«. Sofern der Zustand dieses 
Feldes, das etwas physikalisch Reales ist, nicht beharrt, sondern der 
gegenwârtige sich aus vergangenen un ter dem Einflufî der in der Welt 
vorhandenen Massen, der Fixsteme, herausgebildet hat, ist jene Erschei- 
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nung also zum Teil eine Wirkung der Fixsterne, relativ zu denen die 
Rotation stattfindet*). — 

Zm* allgemeinen Relativitâtstheorie , die wir jetzt ans der im vorigen 
Kapitel entwickelten »speziellen« mit Einstein herzuleiten im Begrifife 
sind, erheben wir uns am besten in zwei Stufen. 

I. Wir vollziehen, dem Geiste der Kontinuitât gemaB, den gleichen 
Übergang für die vierdimensionale Welt, der uns. in Kap, Il von der 
Euklidischen zur Riemannschen Geometrie führte. Dabei tritt eine quadra- 
tische Differentialform (i) als metrische Grundform auf. An Stelle der 
geraden Linie tritt die geodàtische, deren Gleichung bei Benutzung eines 
geeigneten Parameters 


(2) 


d^Xi 

ds^ 


dxh dxi 
i J ds ds 


lautet. Der Parameter ist dabei so gewâhlt, daB 

dxîdxk , 

wird. Für die Weltlinie eines sich bewegenden MasseiqDunktes setzen 
wir voraus, daB der Ausdruck linker Hand positiv ist; wir kônnen dann 
ohne Einschrânkiing der Allgemeinheit die konst. recbts = i nehmen, 
s ist die Eigenzeit (deren infinitesimaler Zuwachs sich also aus 

( 3 ) ds = dxi dxji 

d X' 

bestimmt), — ^ die kontravafianten Komponenten der > Weltrichtung« 

des Massenpunktes. Die naturgemâBe Verallgemeinerung des Galileischen 
Tràgheitsprinzips wird die sein, daB sich ein Massenpunkt, der keiner 
Einwirkung von auBen unterliegt, dem geodâtischen Gesetz (2) gemâB be- 
wegt. Aber nicht nur dieses Grundgesetz der Mechanik, sondern auch 
die physikalischen Gesetze, voran die Maxwellschen Grundgleichungen des 
verânderlichen elektromagnetiscben Feldes gestatten eine immittelbare Über- 
tragung auf die jetzt voraüsgesetzte allgemeine »Riemannsche«. Welt- 
geometrie: wir brauchen nur in den Gesetzen des stationâren Magnet- 
feldes, wie wir sie in Kap. Il, § 15 formuliert haben, die Dimensionszahl 
von 3 auf 4 zu erhôhen, um dieses Ziel zu erreichen. Die so gewonnenen 
Gleichungen sind invariant gegenüber beliebigen Transformationen der 
vier Weltkoordinaten. Der in Kap. III behandelte, der Euklidischen 


*) »Zum Teil< darum, weil die Massenverteilung in der Welt das metrische Feld 
nicht eindentig bestimmt; sondern beide sind in einem Moimnt nnabhangig vonejn- 
ander und lufâllig (genau wie Ladimg und elektrisches Feld), die Naturgesetze lehren 
lediglichj wie sich aus einem solchen Anfangszustand beider aile übrigen (vergangenen 
und zukünftigen) ZustUnde zwangslaufig entwickeln. Dafi die Welt, wie wir sie tat- 
sachlich vorfinden, im GroBen genommen, statîonar (in Ruhe) ist, kann, wenn Über- 
haupt, nur als statistisches Gleîchgewicht verstanden werden. Vgl, darüber § 33, 
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Geometrie analoge Fall ist dadurcli gekennzeichnet, daS der zu der quadra- 
tischen Form (i) gehôrige Riemannsche Krümmungstensor Rij^hk (s. § i6) 
mit allen seinen Komponenten verschwindet. 

Halten wir noch an der Vorstellung einer kontinuierlich ausgebreiteten 
Materie als einer ursprünglicli gegebenen Substanz fest und bedeutet wie 
früber den Skalar der >Ruh-Massendichte«, so kônnen wir die Glei- 
chungen (2) in der Form scbreiben 




{V} 


Sie gelten, wenn jede Materiestelle sich unbeeinfluBt von den übrigen 
und von àufîeren Krâften bewegt; andernfalls treten auf der recbten Seite 
die Komponenten der Dichte der wirkenden Viererkraft hinzu. Es 
findet Übereinstimmung mit den in § 23 aufgestellten mechanischen 
Grundgleichungen statt, wenn wir die Grdfien 

(4) |y| 


I 

\ 



als Komponenten der Dichte einer »scheinbaren« Viererkraft einführen, 
die zu der wirklichen hinzutritt. Die einfachsten Beispiele solcher »Schein- 
krâfte« sind die Zentrifugal- und Coriolis-Kraft. Vergleichen wir die 
Formel (4) für die aus dem metrischen Felde entspringende »Scheinkraft« 
mit der für die ponderomotorische Kraft des elektromagnetischen Feldes*) 

/ = — H s''' , 

so zeigt sich eine vollstândige Analogie. Wie nâmlich der Vektor mit 
den kontravarianten .Komponenten die Elektrizitat charakterisiertj so 
wird, wie wir gesehen haben, die sich bewegende Materie durch den 
Tensor mit den kontravarianten Komponenten beschrieben. 

Den Komponenten des elektrischen Feldes entsprechen hier als Kom- 
ponenten des metrischen Feldes die GrÔBen 



Wie die Feldkomponenten F durch Différentiation aus dem elektroraagne- 
tischen Potential (pi entspringen, so die JT aus den gik ; diese bilden so- 
mit das Potential des metrischen Feldes. Die Kraftdichte ist das Produkt 
aus elektrischem Feld und Elektrizitat auf der einen Seite, aus metrischem 
Feld und Materie auf der andern Seite: 

f = — Fis ^ , bzw. / = — r;‘ — 

Verlassen wir die Vorstellung einer unabhàngig von den phÿsikalischen 
Zustanden existierenden Materie, so tritt an deren Stelle der durch den 

*) Ânderung des Vorzeichens wegen der Ândening des Vorzeiclaens der metrisciiett 
Gruadform! 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 
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Zustand des Feldes bestinimte allgemeine Energie -Impuls-Tensor 2}^. 
Nach der speziellen Relativitatstheorie genügt dieser dem Erhaltungssatz 

^Xk 

Diese Gleichung ist jetzt nach Formel (IV^) des § 15 zu ersetzen durch 
die allgemein invariante 


'àxk 


= O, 


in der — g die Déterminante der gik ist. Würde auf der linken Seite 
nnr das erste Glied stehen, so würde auch jetzt der Tensor T den Er- 
haltungsgesetzen genügen. Statt dessen kommt aber ein zweiter Term 
hinzu: die »reale« Gesamtkraft 

^ Vg ^Xk 

verschwindet nicht, sondern ihr muÔ durch die ans dem metrischen Felde 
entspringende »Scheinkraft« 

= •— E/i 

das Gleichgewicht gehalten werden. 

Diese Formeln erweisen sich auch in der speziellen Relativitatstheorie 
als zweckmâBig, wenn man sich auf ein krummliniges oder krummlinig 
bewegtes oder beschleunigtes Koordinatensystem zu beziehen hat. Um 
den schlichten Sinn unserer Ausführimgen deutlich zu machen, wollen 
wix auf diesem Wege die Zentrifugalkroft bestimmen, die in einem rotie- 
renden Bezugssystem auftritt. Verwenden wir ein normales Koordinaten- 
System ftir die Welt: ^2, führen aber an Stelle der Cariesischen 

Raumkoordinaten Zylinderkoordinaten 0 ein, so ist 

ds^ = de — [dz^ + dr^ + r^dO^) . 

Wir machen, unter co eine kdnstante Winkelgeschwindigkeit verstanden, 
die Substitution 

■ + 2f=/ 

und lassen hernach die Akzente wieder fort; dann kommt 

ds^ = de (i — r^io^] — 2 r\ü dddt — {dz^ + dr^ -y r^dO^] . 

Setzen wir einen Augenblick 

t = x^, 0 — x^, z=zx^^r = x^^ 

so ist ftir einen in dem jetzt benutzten Bezugssystem ruhenden Massen- 
punkt te = — O und daher 


[ny(i^r^co^)^ I. 
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Um die Komponenten fi der auf einen solchen Punkt wirkenden Zentri- 
fugalkraft zu bestimmen, haben wir daber nur die Dreiindizes-Symbole 

zu bestimmen. Für i — o, i, 2 sind sie — o; für 2 = 3 kommt 

[o ol _ , I Mi — 

LsJ “ “ ôr 

A = A = ° nnd 


rcù 


Es ist demnach 

h 




rcü 


ircor 


oder wenn wir zu den gewôhnlichen. MaBeinheiten zurückkehren, ’in denen 
' die Licbtgeschwindigkeit c nicht = i ist, die kontravarianten Komponenten 
benutzen und statt der Indizes o, i, 2, 3 die bezeichnenderen 0 , 0, r: 


-■f=fi = 


P' 


Kir, r LO 


-(t)' 


Zwei eng miteinander zusammenhàngende Umstânde sind für die 
»Scheinkrâfte« des metrischen Feldes charakteristisch. Erstens: die Be- 
schleunigung, welche sie einem an einer bestimmten Raum-Zeit-Stelle be- 
findlichen (genauer: diese Stelle mit bestimmter Geschwindigkeit passie- 
renden) Massenpunkt erteilen, ist unabhângig von dessen Masse — oder 
die Kraft selber ist der trâgen Masse des Massenpunktes, an welcher sie 
angreift, proportional. Ziveitens: bei Benutzung eines geeigneten, nam- 
lich eines geodâtischen Koordinatensystems an einer bestimmten Raum- 
Zeit-Stelle verschwinden jene Krâfte vollstandig (vgl. § 14). Gilt die 
spezielle Relativitâtstheorie, so kanu dieses Verschwinden simultan für 
aile Raum-Zeit-Punkte durch Einführung eines affinen Koordinatensystems 
erreicht werden, aber auch im allgemeinen Falle kdnnen wenigstens für jede 
einzelne Stelle durch ein zu dieser Stelle gehôriges geeignetes Koordinaten- 
system die sâmtlichen 40 Komponenten des metrischen Feldes zum 
Verschwinden gebracht werden^). 

Die erwàhnten beiden Umstânde treffen nun âber erfahrungsgemàB zu 
für die Gravitation skrafL Darin, daB ein gegebenes Gravitationsfeld jeder 
Masse, die man in das Feld bringt, die gleiche Beschleunigung erteilt, 
liegt ja gerade das eigentliche Râtsel der Schwerkraft. Im elektrostatischen 
Felde wirkt aùf ein schwach geladenes Probekôrperchen die Kraft e • @, 
wo die elektrische Ladnng e nur vom. Propekdrper, die elektrische Feld- 
starke @ nur vom Felde abhângt. 'Wirken keine weiteren Krâfte, so er- 
teilt diese Kraft dem Probekôrper von der trâgen Masse m eine Be- 

*) Diese Tatsache zeigt ohne weiteres, daB die nicht die Komponenten eines 
invarianten Tensors sein kônnen. Es liegt demnach im Wesen des metrischen Feldes, 
daû es nicht durch einen gegenüber beliebigen Transformation en invarianten Feld- 
tensor F beschrieben werden kann. (Wohl aber haben die Tensorcharakter gegen- 
über linearen Transformationen.) 
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schleunigung fi, welclie sich durch die Grundgleichung der Mechanik 
wfi = ^ @ bestimmt. Im Gravitationsfeld gilt etwas ganz Analoges. Die am 
Probekôrper angreifende Kraft ist = wo die »Gravitationsladuag«:, 
ntir vom Probekôrper, @ aber nur vom Felde abhangt; die Beschleunigung 
bestimmt sich auch hier durch die Gleichung ffib Nun stellt sich aber 

die merkwürdige Tatsache heraus, daS die »Gravitationsladung« oder 
>schwere Masses g gleic h der ^trligen Masse 711 ist. Von Eôtvôs ist dieempi- 
rische Geltung dieses Gesetzes in neuerer Zeit aufs genaueste geprüft worden 
Die einem Kôrper an der Erdoberflâche durch die Erddrehiing erteilte Zentri- 
fugalkraft ist der trâgen, sein Gewicht der schweren Masse proportional, 
Die Resultierende aus beiden, die scheinbare Schwere, würde für ver- 
schiedene Kôrper verschiedene Richtung haben mtissen, wenn nicht durch- 
weg Proportionalitat zwischen schwerer tind tràger Masse besteht DaÊ 
eine solche Richtungsverschiedenheit nicht stattfîndet, konstatiert Eôtvôs 
an dem empfindlichsten Instrument, der Drehwage; es wird dadurch die 
tràge Masse eînes Kôrpers mit derselben Genauigkeit gemessen, mit dei 
wir durch eine Prâzisionswage sein Gewicht bestimmen. — Die trâge 
Masse eines Kôrpers hat nach dem Grundgesetz der Mechanik UTiiverselh 
Bedeutung; sie regelt sein Verhalten gegenüber allen auf ihn stattfindender 
Kraftwirkungen, welchen physikalischen Ursprungs sie auch sein môgen: 
seine schwere Masse ist aber nach der gewôhnlichen Auffassung (wie dit 
elektrische Ladung) auf ein spezielles physikalisches Kraftfeld^ das dei 
Gravitation bezogen. Vom Standpunkt einer solchen Auffassung aus mul 
aber die Identitat zwischen trager und schwerer Masse unverstândlîcl 
bleiben; ihr kann nur eine Mechanik gerecht werden, die von vornhereii 
neben der tragen Masse die Gravitation enthâlt. Das ist mit der Mechanil 
des allgemeinen Relativitâtsprinzips der Fall, wenn wir annehmen, daf 
die Gravitation genau so wie die Zentrifugal- oder Corioliskrafi mit h 
jener -*Scheinkraft*i^ dtin stecki^ die dem metrischen Feld entspringt, — 
Die Gravi tationskràfte genügen erfahrungsgemaB auch der zweiten Forde 
ruTig, daS sie an einer Raum-Zeit-Stelle durch Einführung eines geeignetei 
Koordinatensystems zum Verschwinden gebracht werden kônnen. Eii 
geschlossener Kasten, ein Lift, dessen Seil gerissen ist und der reibungs 
los im Schwerefeld der Erde abstürzt, ist ein anschauliches Beispiel eine 
solchen Bezugssystems. AUe frei fallenden Kôrper werden in dieseu 
Kasten zu ruhen scheinen, die Vorgânge werden sich trotz der wirkendei 
Schwerkraft relativ zu dem Kasten genau so abspielen, als wenn de 
Kasten ruhte und kein Schwerefeld vorhanden wâre. 

II. Der unter I. geschilderte Übergang von der speziellen zur ail 
gemeinen Relativitatstheorie ist eine rein mathematische Angelegenheil 
Unter Einführung der metrischen Grundform (i) kônnen wir die Natuî 
gesetze so formulieren, daB sie invariant sind gegenüber beliebigen Trans 
formationen; das ist eine mathematische Wesensmôglichkeit, es liegt dari 
gar keine besondere Eigentümlichkeit dieser Gesetze. Ein neues physi 
kalisches Moment kommt erst durch die Annahme hinein, die Weltmetri 
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sei nicht a priori fest gegeben, sondern jene quadratische Grundform werde 
durch die Materie nach allgemein invarianten Gesetzen bestimmt. Erst 
dadurch erheben wir uns zu einer Théorie, die den Namen einer allge- 
meinen Relativitàtstheorie wirklich verdient und nicht nur das mathe- 
matische Gewand einer solchen erborgt hat. Erst sie ermoglicht es, das 
Problem der Relativitât der Bewegung zu lôsen. Erst sie führt jene 
schon unter L erwâhnte Analogie zu Ende, nach der sich das metrische 
Feld zur Materie verhâlt wie das elektrische zur Elektrizitât. Und nur 
wenn wir sie akzeptieren, ist die am SchluB des vorigen Absatzes an- 
gedeutele Théorie môglich, nach der die Gravitation eine ÀuBerungsweise 
des metrischen Feldes ist; denn wir wissen aus der Erfahrung, dafî das 
Gravitationsfeld sich durch die Massenverteilung (nach dem Newtonschen 
Attraktionsgesetz) bestimmt. Weniger in der Forderung der allgemeinen 
Invarianz, sondern in dieser Annahme erbiicke ich daher den eigentlichen 
Kern der allgemeinen Relativitàtstheorie. Stellen wir uns auf diesen 
Standpunkt, so sind wir nicht mehr berechtigt, die aus dem metrischen 
Feld entspringenden Krâfte als Scheinkrâfte zu bezeichnen; sie haben 
dann eine genau so reale Bedeutung wie die ponderomotorischen Krâfte 
des elektromagnetischen Feldes. Diesem Umstande Rechnung tragend, 
woUen wir in Zükunft vom Gravitations- statt vom metrischen Felde 
sprechen. Auch Coriolis- und Zentrifugalkraft sind reale Kraftwirkungen, 
die von dem Gravitationsfeld auf die Materie ausgeübt werden. Wâhrend 
sich unter L die mathematisch leicht zu lôsende Aufgabe stellte, die be- 
kannten Naturgesetze (wie die Maxwellschen Gleichungen) von dem spe- 
ziellen Fall eines konstanten metrischen Fundamentaltensors auf den all- 
gemeinen zu übertragen, haben wir zur Durchführung des jetzt entwickelten 
Gedankens das invaria^ite Gravitationsgesetz zu ermitteln, nach weïchem 
die Materie die Komponenten rja des Gravitationsfeldes bestimmt und das 
in der Einsteinschen Théorie an die S telle des Newtonschen Attraktions- 
gesetzes tritt. Hierfür bieten uns die bekannten Feldgesetze keinen An- 
haltspunkt. Trotzdem gelang es Einstein, dies Problem in zwingender 
Weise zu lôsen und zu zeigen, daB sich der Ablauf der Planetenbewe- 
gungen aus dem gefundenen Gesetz ebensogut erklârt wie aus dem alten 
Newtonschen, ja daB sich die einzige, bisher nicht befriedigend erklârte Un- 
stimmigkeit, welche das Planetensystem gegenüber der Newtonschen Théorie 
aufweist, ein Vorrücken des Merkur-Perihels um den Betrag von 43" pro 
Jahrhundert, quantitativ richtig aus seiner Gravitationstheorie ergibt. 

So fallt uns durch diese Théorie, die eines der mâchtigsten Zeugnisse 
für die Kraft spekulativen Denkens ist, mit der Lôsung des Problems 
der Relativitât aller Bewegung (einer Lôsung, die allein imstande ist, 
UDsere Vernunft zu befriedigen) zugleich die Lôsung des Râtsels der Schwer- 
kraft als eine reife Frucht mit in den SchoB"^). Man sieht, wie bedeut- 
same Argumente hier, zu den in Kap. II besprochenen hinzutretend, 
dem Riemann-Einsteinschen Standpunkt der allgemeinen Relativitât zum 
Durchbruch verhelfen. Auch darf man behaupten, daB erst dieser Stand- 
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punkt dem Umstande vôllig gerecht wird, daB Raum und Zeit dem mate- 
rialen Gehalt der Welt als For??ien der Erscheinungen gegenübertreten : 
nur die physikalischen Zustandsgrôfîen kônnen gemessen, d. h. aus mate- 
riellen Geschelinisseii abgelesen werden, nicbt aber die vier Weltkoordi- 
naten, die vielmehr a priori in willkürliclier Weise den Weltpunkten zu- 
geordnet werden, nm die Darstellung der in der Welt ausgebreiteten 
ZustandsgrôBen durch mathematische Funktionen (von vier unabhângigen 
Variablen) zu ermôglichen. 

Wâhrend das Potential des elektromagnetischen Feldes von den Koeffi- 
zienten einer invarianten lineare7î DifFerentialform der Weltkoordinaten 
cpîdxi gebildet wird, besteht das Potential des Gravitationsfeldes aus den 
Koeffizienten einer invarianten quadratischen Differentialform. In diese 
Erkenntnis von grundsàtzlicher Bedeutung hat sich in dem Aufstieg, den 
wir hier vollzogen, allmâhlicli der Pythagoreische Lehrsatz verwandelt. 
Sie kommt uns in der Tat nicht aus der Beobachtung der Gravitations- 
erscheinungen im eigentlichen Sinne (Newton wurde den Beobachtungen 
durch. Einführung eines einzigen Gravitationspotentials gerecht), sondern 
aus der Geometrie, den Erfahrungen des Messens. Die Einsteinsche 
Gravitationstheorie entspringt eben durch das Zusammentreten zweier Er- 
kenntnisgebiete, die bis dahin in der historischen Entwicklung vbllig ge- 
trennt* verlaufen waren; wir kdnnten diese Synthèse durch das Schéma 

Pythagoras Newton 
Einstein 

andeuten. 

Um die Werte der GrojSen aus nnmitielbar beobachtbaren Tatsachen 
zu entnehmen, genügt im Prinzip allein die Feststellung der Ankunft von 
Lichtsignalen ; die kràftefrei sich bewegenden Massenpunkte, auf die wir 
uns in der speziellen Relativitàtstheorie auBerdem noch stützten, kônnen 
wir hier ganz entbehren. Die Weltpunkte seien irgendwie auf Koordi- 
naten Xî bezogen. Die durch einen Weltpunkt O hindurchgehenden geodèi- 
tischen Linien 


d^Xi 1 J dxi 

l i ]~dJlh 


d Xî dxfi 


C = konst. 


zerfallen in zwei Klassen, diejenigen mit raumartiger und die mit zeiF 
artiger Richtung (C o bzw. C > o). Die letzteren erfüUen einen 
>Doppelkegel« mit Knotenpunkt in O, der von O aus in zwei einfache 
Kegel zerfâllt, den in die Zukunft und den in die Vergangenheit ge- 
ôffneten, Der erste enthalt aile Weltpunkte, die zur >aktive?t Zukunfi^ 
von O gehôren, der andere aile Weltpunkte, welche die '^passive Ve^'^ 
gangenheit^ von O ausmachen. Der begrenzende Kegelmantel wird von 
den geodâtischen Nullinien (C=o) gebildet; auf seiner »zukünftigen« 
Hàlfte liegen aile Weltpunkte, in denen ein in O gegebenes Lichtsignal 
eintriift, allgemeiner die strengen >Einsatzpunkte« einer jeden in O aus- 
gelôsten Wirkung. Die Koeffizienten der metrischen Fundamentalform 
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sind somit nicht bloB die Potentiale der Gravitations- und Zentrifugal- 
wirkungen, sondern bestimmen allgemein,^ welche Weltpunkte u?îtereina?îder 
in Wirku 77 gszusamme 7 ihang steheiu Vielleicht ist deshalb der Name 
>Gravitationsfeid« für dasjenige Reale, was durch diese Form dargestellt 
wird, zu einseitig und würde besser durch >Àt/ie 7 '«. ersetzt; wâlirend dann 
das elektromagnetische Feld schlechtweg als Feld zu bezeichnen wâre. In 
der Tat spielt dieser »Àther« die gleiche Rolle wie der Àther der aJten 
Lichttheorie und der >absolute Raum«.der Newtonschen Mechanik; nur 
darf man nicht vergessen, dafî er freilich ganz etwas anderes ist als ein 
substantieller Trâger. 

Hat O die Koordinaten xi — o, so lautet die Gleichuiig des »Licht- 
kegelmantels« in der unmittelbaren Umgebung von O bei Beschrânkung 
auf die Glieder 2. Ordnung 

(7) ^gikXlXk — O, 

ik 


worin gik die Werte dieser Koeffizientën im Punkte O bedeuten. Indem 
wir also in den O unmjttelbar benachbarten Punkten das Eintreffen des 
in O aufgegebenen Lichtsignals beobachten, ermitteln wir das Verhâltnis 
der gîk an der Stelle O, Denken wir uns das für jeden Punkt O aus- 
geführt, so sind dadurch die gih überall so weit festgelegt, dafî, wenn 
gik und zwei den Beobachtungen genügende Wertverlâufe dieser Koef- 
fizienten sind, 

(8) g% = Igik 


ist, wo l eine willkürliche Raum-Zeit-Funktion. Wenn wir aber die An- 
nâherung einen Schritt weiter treiben und auch die Glieder 3. Ordnung 
berücksichtigen, so erhalten wir aus (6) und C = o für den Kegelmantel 
die Gleichung 


(9) 



XiXhXl — 


O . 


Indem wir also in der unmittelbaren Umgebung von O die Lichtausbreitung 
so genau verfolgen, dafî wir auch noch die Abweichung von der durch 
(7) dargestellten »kugelfdrmigen« in erster Annâherung ermitteln, erhalten 
wir die Ausdrücke gHi und 


\h n , r/ n , \h n , f 


^ghi ■ àgu 
Ô Xi Ô Xa 


àg/ii 

b Xi J 


bis auf einen gemeinsamen Proportionalitâtsfaktor. Das ergibt 
diesen Messungen Genüge leistende Wertsysteme giA, g/A aufîer 
die Bedingungen 


U . bX , bl 


O . 


für zwei 
(8) noch 


Aus diesen aber folgt 


bX 



X = konst 
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Da die Gleichungen invariante Form besitzen, kônnen wir, um das zu 
beweisen, annehmen, daB die gîk für verschiedene Indizes 2, k gleich o, 
für gleiche Indizes =j= o sind; dann übersieht man ohne weiteres, daB 
die behauptete Konseqnenz eintritt. Der willkürlich bleibende konstante 
Proportionalitâtsfaktor kann nnr durch individuelle Wahl einer MaBeinheit 
festgelegt werden. 


§ 27. Der Energie -Impuls-Tensor. 

Ebenso leicht, wie nach einer Bemerkung des vorigen Paragraphen die 
Maxwellsche, kann die Mi esche Elektrodynamik von den Voraussetzungen 
der speziellen auf die der allgemeinen Relativitâtstheorie übertragen werden. 
Dies ist von Hilbert durchgefiihrt worden ^). In die Weltfunktion L gehen 
aufier den Komponenten cpî des elektromagnetischen Potentials und den 
Komponenten 

Ixk h Xi 

des Feldes noch die gik oder ein, aber nur diese GrôBen selber, nicht 
ihre Ableitungen. Man vergleiche die auf S. 168 aufgezâhlten vier ein- 
fachsten Invarianten, aus denen sich aile andern zusammensetzen : diese 
sind nicht nur gegenüber linearen, sondem beliebigen Transformatîonen 
invariant. Wir setzen, indem wir auch die variieren, 

(10) ÔZ = Srj^ôg^^ + I{^'^ôFijk+2S^'ô(pi, 

wo iS//îr = S;èz die Komponenten eines Linientensors 2. Stufe bilden. Dieser, 
behaupten wir, hàngt aufs engste mit dem Energie -Impuls-Tensor zu- 
sammen. Indem wir namlich ausdrücken, daB L gegenüber einer in- 
finitesimalen Koordinaten transformation invariant ist, erhalten wir den 
folgenden Zusammenhang zwischen den Sik einerseits, dem elektrischen 
Potential und Feld anderseits: 

(11) s! = FirH^- + (pisK 

Führen wir den Integranden des Wirkungsprinzips S = ein, so ist 
also auf Grund der Gleichungen Kap, II, (39) und Kap. III, (64): 


12 


yg 


Tiiôg‘'^+H’>‘ÔFik+2S^i 


Für das erste Glied rechts gilt übrigens 

- = T‘>‘ôgik. 

Um das zu zeigen, hat man sich auf die aus 

1 o (f =t= k) 

folgende Beziehung 

gij ô Ôgij 

zu sttitzen. 
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Beweis von (ii). Es sei zunâchst 

Xi = 

eine beliebige Koordinatentransformation. Es gelten für die Komponenten 
im ungestrichenen und gestrichenen Koordinatensystem die Gleichungen 




^pa 


^Xa 

hXi^ 


Fik = F, 


c(S ■ 


b ô Xjs 
h Xi b Xk ’ 


* * 'iiXa'àx^ 

Betrachten wir insbesondere eine infinitésimale Transformation 
(13) Xi — Xi+ ÔXi^ ÔXi = £ • ïi[XaX^X^X^)^ 

in welcber wir den infinitesimalen Parameter e gegen o konvergieren lassen, 
so folgt daraus 



Dabei bedeutet ô (pi z. B. das erste Glied der.Entwicklung von ^2(5) — (pi[x) 
nach Potenzen von e. Bilden wir für diese Variation àZ nach (10), so 
kommt 

(ÎZ = 2 e ^ — FirH^^ - 

Da wegen der Invarianz von Z die Ànderung dieser GrôBe bei einer 
Koordinatentransformation = o sein mu6, ergibt sich die Behauptung. — 
Damit ist zugleich der in § 25 noch nicht erbrachte Beweis der Sym- 
metrie des Energietensors Tiu in der Mieschen Théorie nachgeholt. 

Erst hier erkennen wir, in welcher Weise jener Tensor mit der Hamilton- 
schen Funktion zusammenhângt. Unsere Formel ( 12 ) lehrt îeâiglich^ da^ 
die diirch den Tensor Tik zu cJiarakterisierende Materie in dem gleichen 
Verhâltnis zum Gravitaüonsfeld (mit den Potentialen gij^ steht wie die 
Elektrizitàt (der Vektor ^/) zum elektrischen Feld (mit den Potentialen <jp/) ; 
das befindet sich in vôlligem Einklang mit den Ansführungen des vorigen 
Paragraphen. Vernünftiger weise haben wir anzunehmen, dafi dieser Zu- 
sammenhang allgemeine Geltung hat und nicht auf die Miesche Elektro- 
dynamik beschrânkt ist. Er besteht in folgendem. Die Hamiltonsche 
Funktion hângt auBer von gewissen ZustandsgrôBen cp und deren Ab- 
leitungen (i., vielleicht auch hôherer Ordnung) ab von den gik* Be- 
zeichnet ô das totale DifFerential und 6 ^ jenes partielle Différend al, das 
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infinîtesimaler Variation der ZustandsgrôBen cp und ihrer Ableitungen bei 
ungeânderten entspricht, sô ist 

(15) Ô 2 = + = - + d,S 

{2 =zV^, = 


In dieser Gleichung erblicken wir die eigentliche Defantion des Energie- 
Impuls-Tensors, welche die Symmetrieeigenschaft Tik = Tu ohne weiteres 
mit sich ftihrt. Das Gesetz, nach welchem jener Tensor von den Zustands- 
grôÊen des Feldes und den ga abhângt, ist daraus ahzuleiten^ indem wie 
oben ausgedrückt wird, daB L eine Invariante gegenüber infinitesimalen 
Koordinatentransformationen ist. In dem besonderen Fall der Mieschen 
Théorie fübrt uns dieses Verfahren zu den Formeln Kap. III, (64) zurück, 
die wir jetzt aus tieferen Gründen begreifen. Erst in der allgemeinen 
Relatîvitâtstheorie, welche die unabhângige Variation der gik ermdglicht, 
ûndet der Energie -Impuls -Tensor seine natürliche Erklàrung. 

Aus ihr ergeben sich .auch auf begrifFliche Weise, ohne Rechuung, . 
die Erhaltungssâtze für Energie und Impuls in voiler Allgemeinheit^). Sie 
besagen nâmlich lediglich^ daB das Hamiltonsche Prinzip 

(16) ô^fLdco — o 

(die werden nicht mitvariiert, daher das Zeichen insbesondere bei 
denjenigen unendlichkleinen Variationen erfüllt ist, welche eine infinitési- 
male Deformation der Welt dadurch hervorruft, daB die ZustandsgroBen 
von der Deformation mitgenommen werden. Wir fassen ein Weltgebiet @ 
ins Auge, dem bei der Darstellung durch die Koordinaten Xt ein gewisses 
mathematisches Gebiet 3 £ im Bereich jener Variablen entspricht. Nehmen 
wir weiter an, es habe die obige infinitésimale Transformation (13) die 
Eigenschaft, daB die Variationen am Rande des Gebietes ® verschwinden, 
so entspricht dem Weltgebiet ® in den neuen Variablen Xi genau das 
gleiche mathematische Gebiet 3 E. Zwei Weltpunkte, deren einer in den 
ursprünglichen Koordinaten durch Xi = gegeben ist, deren anderer 
dieselben überstrichenen Koordinaten x^ = ai besitzt, gehen durch eine 
infinitésimale Deformation auseinander hervor, die an den Grenzen von ® 
verschwindet und daher das Gebiet @ als Ganzes ungeàndert laBt. Wàhrend 
wir vorhin die Werte der Koeffizienten und g^^ im alten und neuen. 
Koordinatensystem an derselben Stelle miteinander verglichen und ihren 
Unterschied ôg^'^ ermittelten, vergleichen wir jetzt den Wert von an 
einer Stelle mit dem Wert von ‘g^^^ an der durch die Verschiebung aus 
ihr hervorgehenden Stelle, bilden also (unter Vernachlâssigung der hôheren 
Potenzen von e) : 


(17) d*/^=g^*{x] 






à/* 




hxct 




Die gleiche Bedeutung hat d* für aile übrigen Grôfien. Schreibe ich 
kurz dx îiîi das Integrationselement âx^dx^dx^dx^^ so ist 
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jLdio == [2 


eine Invariante, daher 


f 8 (x) dx = f 2{^]dx=^f& (x) dx ; 

^ k k 

fô*& ■ dx=o. 


Es ist aber 

(19) ( 3 '*£ = 

Wenden wir das Hamiltonscbe Prinzip auf die mit âî* bezeichnete in- 
finitésimale Variation an, so kommt 

(20) ô'^fQdx — o. 

Dabei ist foigender Umstand von entscheidender Wichtigkeit (ich knüpfe 
der Einfachheit halber wieder an die Miesche Théorie an): Wie im ur- 
sprünglichen, so gelten auch im überstrichenen Koordinatensystem die 
Gleichungen ^ 

0 Ù Xi 

(denn sie sind invariant), also, da es doch auf die Benennung der Variablen 
nicht ankommt, 

\ \ ^ ik (■^7 * 

^Xk OXi 

Für die Variation ô* (hingegen nicht für die oben mit ô bezeichnete) 
ist daher 

ii(Ô* cpi) h{ô*cpi] . 

hx^ hxt — 

dies ist wesentlich für die Gültigkeit von (20). Aus (19) und (20) folgt jetzt 

dx = O , 

und wenn wir aus (17) und (14) den Ausdruck für einsetzen, 




Formen wir den ersten Term durch partielle Intégration um^ so kommt 

und da diese Gleichung für willkUrliche, an den Grenzen verschwindende 
Verrückungsfunktionen gelten mu B: 
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Um zu erkennen, dafi dies in der Tat die Erhaltungssâtze für Energie 
und Impuls sind, müssen wir von der Relation Kap. II, (41) und der 
Symmetrie von Trs Gebrauch machen; dann ergibt sich für die dur ch 
dividierte linke Seite von (21) der Wert 

Yg 'àxk 1 J 

Wenn wir die aus dem Hamiltonschen Prinzip (16) sich ergebenden 
Gleichungen als die physikalischen Feldgesetze bezeichnen, so ist damit 
allgemein bewiesen^ da§ das mechanîsche Grundgesetz der Erhaltung von 
Energie und Impuls ehie mathematische Folge dieser Feldgesetze ist; ein 
Résultat, das wir für die Miesche Théorie schon früher durch Rechnung 
gefunden hatten. 

Es ist zu beachten, daB in dem Hamiltonschen Prinzip (16), so wie 
wir es bis jetzt aufgestellt haben, die gik noch eine Sonderrolle spielen, 
insofem sie nicht mitvariiert werden dürfen. Variation der ga wird uns 
im nâchsten Paragraphe!! die Einsteinschen Gravitationsgesetze ergeben. 


§ 28. Einsteins Grundgesetz der Gravitation. 


In der Maxwell-Lorentzschen Théorie hângt das Feld F mit dem er- 
zeugenden Strom s durch die Differentialgleichungen 

Yg dxk 

zusammen. Jetzt handelt es sich darum, das Analogon dieser Gleichungen 

für das Gravitationsfeld mit den Komponenten zu ermitteln, das 

durch die materielle Verteilung Tik erzeugt wird. Nach der Newtonschen 
Théorie wird der Zustand der Materie durch einen Skalar, die Massen- 
dichte th charakterisiert, und auch das Gravitationspotential ist ein Ska- 
lar (D; es gilt die Poissonsche Gleichung 

J 0 =z (k die Gravitationskonstante). 


Nach der Relativitâtstheorie laBt sich aber die Materie im strengen Sinne 
nur durch den Energietensor Tiu charakterisieren, und im Einklang damit 
besteht das Gravitationspotential aus den Komponenten giu eines Linien- 
tensors 2. Stufe. Wir werden zu erwarten haben, daB die Feldkompo- 

nenten inhomogenen Differentialgleichungen i. Ordnung genügen, 


deren rechte Seiten die Tîk bilden; aufierdem müssen diese Gleichungen 
allgemein invarianten Charakter tragen. Es handelt sich also darum, 

einen Linientensor 2. Stufe zu finden, der aus den selbst und ihren 


I. Differentialquotienten aufgebaut ist. Ein solcher ist 'der Riemannsche 


§ 28. Einsteins Grundgesetz der Gravitation. 


Linientensor Krümmung, den wir in § i6 aufgestellt und mit ■^îk be- 
zeichnet haben; siehe namentlich Formel (50) daselbst. Die Rik sind in 

den Differentialquotienten der Feldkomponenten |^/| ünear. Somit 
scheinen sicb ganz zwangslâufig die Gravitationsgleichungen 
(22) Rik= — StT/C • Tik 

2U ergeben, in denen Stztx eine universelle Konstante bedeutet Aus der 
Tatsache, dafî gravitierende Massen sich anziehen und nicht abstoBen, 
werden wir hernach schlieBen, daJB diese Konstante positiv sein muB. 
Nehmen wir dieses Résultat vorweg, so kônnen wir sie durch rationelle 
Wahl der MaBeinheit fur die Energie = i machen. In der Tat hat Ein- 
stein, nachdem einmal der Gedanke der allgemeinen Invarianz bei ihm 
zu voUstândigem Durchbruch gekommen war, die Gravitationsgleichungen 
zunâchst in dieser Form angesetzt^). Jedoch müssen sie noch eine leichte 
Modifikation erfahren, damit sie mit dem Erhaltungssatz von Energie und 
Impuls in Einklang kommen. 

Wir knüpfen dazu an das Hamiltonsche Prinzip an. Es ist kein 
Zweifel, daS dieses die Gravitationsgesetze ergeben mufi, wenn die gik 
variiert werden. Behalten wir aber die Hamiltonsche Fiinktion L des 
vorigen Paragraphen bei, so finden wir dadurch Tik — o. Damit Gesetze 
wie (22) zustande kommen, auf deren rechter Seite die Tik stehen, auf 
deren linker Seite aber Ausdrücke auftreten, die durch Différentiation 
allein aus den ga gebildet sind, mufi zu jener Hamiltonschen Funktion L 
ein Zusatzglied hinzutreten, das ausschliehlich aus den gik entspringt. Die 
einfachste, ja sogar die einzige derartige Invariante, welche die Differential- 
quotienten der gik nur bis zur 2. Ordnung enthàlt, und zwar die Ab- 
leitungen 2. Ordnung linear, ist die skalare Krümmung 

Durch partielle Intégration (s. weiter unten) verwandelt sich das über ein 
beliebiges Weltgebiet erstreckte Intégral unter Fortlassung eines 
über die Gebietsgrenze zu erstreckenden Intégrais m flfdtOj wo 


Diese GrôBe hângt nur von den Potentialen g^‘^ und den Feldkomponenten 
der Gravitation ab und hat die Eigenschaft, dafî sie zwar selbst 

keine Invariante ist, wohl aber 

SfHdoy — ôfRdio 

für aile diejenigen infinitesimalen Variationen â des Gravitationsfeldes, 
die an den Grenzen des beliebigen Weltgebiets @ verschwinden. Die 
sogleich durchzuführende Rechnung ergibt für eine derartige Variation 

ôflïdio ==f{Rik — ^gikR) dco. 


Gravitation. 


190 


Das Hamiltonsche Prinzip wird nun verlangen, dafi die Siimme 


f[L -- B) d CO 

mis der Wirkung des '»jFeldes<ii fLdco und der Wirkung des 's^Athers^ 
— fHdco für jedes Weîfgebiet einen stationàren Wert annimmt gegenüber 
Variationen des Feldes und des Âthers^ die an den Grenzen des Gebiets 
verschtmnden, Daher erhalten wir si ait (22) die richtigen und endgültigen 
Gravitationsgleichungen 


(24) 


Rik \SikR Rik 


Die Maôeinheit der Energie ist in rationeller Weise gewâhlt, und wir 
haben, wie schon oben erwàhnt, das ans der Erfahrung sich ergebende 
Résultat über das Vorzeichen der Gravitationskonstante vorweg genommen. 

Diese Gleichungen steben in vollstândigem Einklang mit dem Energie- 
Impuls-Gesetz* Bezeichnen wir ihre linke Seite einen Augenblick mit 
R/^‘, so ist nâmlich der Erhaltungssatz für diesen Tensor 


'Ÿg ^ 



eine mathematische Identltât. Wir brauchen, um das emzusehen, die 
obige Überlegung, welcbe zu den Erhaltungssâtzen für den Energietensor Tik 
führte, nur statt auf L auf H anzuwenden; daB in H nicht bloB die 
sondern aucli deren Ableitungen auftreten, ist dabei gleichgültig. Bas 
mechanische Grxindgesetz der Erhaltung von Energie und Impuls ist demnach 
ehensowohl eine mathematische Konseqtienz der Gravitationsgleichungen (24) 
wie der physikalischen Feldgesetze^), 

An die Stelle der alten Einteilung in Geometrie, Mechanik und Physik 
tritt in der Einsteinschen Théorie die Gegenüberstellung von Feld und 
Âther. Die Mechanik aber ist sozusagen die Eliminante aus beidcn; denn 
das Bestehen des Energie-Impuls-Satzes ist einerseits eine Folge der Feld- 
gesetze, anderseits die notwendige Bedingung dafür, daB die Materie ge- 
mâB dem Gravitationsgesetz der Welt ihre MaBbestimmung aufprâgen 
kann. In dem System der Feld- und Gravitation sgesetze sind daher vier 
überschüssige Gleichungen enthalten. In der Tat muB die allgemeine 
Losung vier willkürliche Funktionen enthalten^), da die Gleichungen ja 
zufolge ihrer invarianten Natur das Koordinatensystem der Xi vollstândig 
unbestimmt lassen und mithin durch willkürliche stetige Transformation 
dieser Koordinaten aus einer Losung dieser Gleichungen immer wieder- 
um Lôsungen hervorgehen (die aber objektiv denselben Weltverlauf dar- 
stellen). 

Bevor wij: das Gravitationsgesetz (24) weiter diskutieren, môgen die 
für das Vorhergehende erforderlichen Rechnungen durchgeführt werden, 
Um durch partielle Intégration die 2. Ableitungen der giji in dem Welt- 
integral des Riemannschen Krümmungsskalars R zu beseitigen, stützen 
wir uns auf die Beziehungen §15, (40) und (41). In 



§ 28, Einsteins Grundgesetz der Gravitation. 


\ \. r ] 

ist danach das letzte Glied 


5 letzte Glied 


y ^ h Xfi 


r .f l \i k 


anderseits in 

der zweite Term rechts 




r I . Ytr h Xr 




Somit ist bis auf ein über die Begrenzung sich erstreckendes Intégral 


ô \ik 


= 


s /èWr ri \ir\\ks 


\bxi(r J hxAr }j )U J 

cü — Ygdx^ dx^ dx^ dx^ 
daher, wie an ersfer Stelle behauptet^ 

fRdco = jHdio . 

Für die Variation 

àjHdiù =/Ô^dx (§ = HVY) 


finden wir 


• 1 ’^/} H- àivgg^^ 


— {ià\ U Â] (rs 


àiVgg^'^) 


à(Vgg‘^ P ^ 




Das 4. Glied kann geschrieben werden 


- (T t-1) = - {? W ^ 

und vereinigt sich mit dem zweiten zu 

[rl bx^'' 

das erste aber wird bei geeigneter Abânderung der Indizesbezeichnung 
_ _ r\^ i{g‘^Vg) 


\ r ] Ixk 

Durch Vertauschnng von Différentiation und Variation und nacMolgende 
partielle Intégration ergibt sich daher 

'A^“=/(èl7)-è{7)+{7){7l-n{7l)'^(^'‘«'- 

== J Uik ô (g^^ Vg) dx —^{Rik — \ gik R) d isi . 
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Multiplizieren wir (24) init^'''^und addieren nach / und >èj so kommt, 
wenn g^^Tik = T gesetzt wird: 

R ^2R = —R^ — T. 

Jene Gleichungen kdnnen daher auch in der Form geschrieben werden: 

(25) Rik = — [Tik — \gi^: T ) . 

Lassen wir die MaUeinheit für die Energie beliebig, so tritt rechts ein 
konstanter Faktor hinzu. Man beachte in mathematischer Hinsicht, 
daB die exakten Gravitationsgesetze nicht îinear sind\ wenn auch linear in 

den Ableitungen der Feldkomponenten > so doch nicht in diesen 

selbst. — Nach diesen Gleichungen wirkt jede Art von Energie graviik’^ 
rend] nicht bloB die in den Elektronen und Atomen konzentrierte Energie, 
die Materie im engeren Sinne, sondern auch die diffuse Feldenergie. 

Damit haben wir die Grundlagen der Einsteinschen Gravi tationstheorie 
entwickelt. Jetzt fragt es sich, ob die Erfahrung diese rein spekulativ 
gewonnene Théorie bestâtigt, vor allem, ob die Planetenbewegnng aus ihr 
ebensogut (oder noch besser) wie aus dem Newtonschen Attraktions- 
gesetz erklàrt werden kann. 

§ 29. Statisches Gravitationsfeld. Zusammenhang mit der 

Erfahrung. 

Una den Zusammenhang mit den am Plan etensy stem gewonnenen Er- 
fahrungen herzustellen, spezialisieren wir zunachst die Einsteinschen Gesetze 
auf den Fall des statischen Gravitationsfeldes^'^). Dieser ist dadurch 
charakterisiert, daB bei Benutzung geeigneter Koordinaten die Welt sich 
in Raum und Zeit zerspaltet, daB also für, die metrische Grundform 

3 

ds^ de — d a' , da^ y U dxi dxu 

gilt: 

goo f ) ® î (^j 2, 3)1 

und dafi dabei die auftretenden Koeffizienten yj nur von den- Raum- 
koordinaten nicht von der Zeit t — x^ abhangen. da"^ ist eine 

positiv-definite quadratische Differentialform, welche die Metrik des Raumes 
mit den Koordinaten x^x^x^ bestimmt; / ist offenbar die Lichtgeschwin- 
digkeit. Das MaB t der Zeit ist (nach Wahl der Zeiteinheit) durch die 
aufgestellten Forderungen voÙstândig festgelegt, die Raumkoordinaten 
hingegen nur bis auf eine beliebige stetige Transformation dieser 
drei Koordinaten untereinander. 

Bezeichnen wir die auf die ternâre Form do^ bezüglichen Christoffel- 
schen Dreiindizes- Symbole durch einen angehângten * und durchlaufen 
die Indexbuchstaben 2, l bloB die Ziffem i, 2, 3, so folgt aus der 
Définition leicht: 



§29- StatiscKes Gravitationsfeld. Zusammenliang mit der Erfahrung. 


1 

'71=17')* 

1 


- 0 , \ 

U 1~°’ 

('°! = 

.A i°°| 

loi 



Darin sind fî = ^ die kovarianten Komponenten des dreidimensionalen 
Gradienten, /" = y^^fk die zugehôrigen kontravariantea. Setzen wir ferner 

O Xk [ r } oxiQXk l r ] ùXr 

'auch der Summationsbuchstabe r durchlauft nur die drei Ziffern i) 2,3) tind 


2 - ~ ^ f 

yÿ ixi 


ivo y die Déterminante der ytk ist, so erhalten wir zwischen den Kom- 
ponenten ^ik und Pjk des verjüngten Elrümmungstensors der Form 
Dzvi, do^ durch eine einfache Rechnung die Beziehungen: 


P;a + 4 ^’; 

/ 

d^îo O î 

^00 = — / ‘ ^a/- 


Das statische Gravitationsfeld wird erzeugt von ruhender Materie; diese 
LSt dadurch gekennzeichnet, dafi der Energiestrom verschwindet : 

Z/o = = O 

und sowie die 7 >/, {i, k= i, 2, 3) unabhàngig sind von der Zeit. 
Es ist 

T ^' 2 Tiu = - T, wo T = 2 ^" • 

Z , ife =: O J Z , A C= I 

Damit sind wir nun imstande, die Gravitationsgleichungen für das statische 
Feld hinzuschreiben. Es kommt uns hier nur auf die eine Gleichung 
an, welche dem Indexpaar 00 entspricht: 

:26) 

Für die eigentliche Materie ist allgemein, wenn man auf ihre ato- 
cnistische Konstitution keine Rücksicht zu nehmen braucht, 

Tik = fi^^Ui'Uk (?, ^ = O, I, 2, 3) 

= Ruhmassendichte, ui kovariante Komponenten der Geschwindig- 
keit), insbesondere im Falle der Ruhe und des statischen Gravitations- 
feldes = o) : 

^00 ~ J =0 ('i, /e = I, 2 , 3 ). 

Weyl; Raum, Zeit, Materie. 
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Da allgemein 


ist, gilt hier 


und (26) ergibt 


^g^^UiUk — I 

/ J = O 

;(2/J"=I, ^oo = /"o/“, 


oder unter Hinzufügung des konstanten Proportionalitâtsfaktors Sttx: 

(27) 

Nehmen wir jetzt an, daB ds’^ (bei geeigneter Wahl der Raumkoordi- 
naten unendlich wenig von 

(28) — [dx\ + dx\ + dx\] 

abweicht — was voraussetzt, daB die das Gravitationsfeld erzeugenden 
Massen unendlich schwach sind — , so ergibt sich, wenn wir 

setzen (<Z> unendlich klein): 

... 

= 'ôVf + + ôlct == 4 (k = ^ X), 


und ( 2 ) ist gleich dem Newtonschen Potential der mit der Dichte ver- 
teilten Massen, wenn wir k mit der Newtonschen Gravitationskonstante 
identifizieren. Tatsachlich triiFt die hier gemachte Annahme nach allen 
unsern geometrischen Erfahrungen innerhalb des Planetensystems mit groBer 
Annâherung zu. 

Da die Massen der Planeten gegenüber der felderzeugenden , als 
ruhend zu betrachtenden Sonnenmasse sehr klein sind, kônnen wir jene 
wie »Probekôrper«, die in das Gravitationsfeld der Sonne eingebettet sind, 
behandeln. Die Bewegung eines jeden von ihnen ist dann (von den gegen- 
seitigen Stôrungen abgesehen) durch eine geodatische Weltlinie in diesern 
statischen Gravitationsfeld gegeben. Sie genügt als solche dem Variations- 
prinzip 

àjds == O , 

wobei die Enden des betreffenden Weltlinienstücks fest bleiben. Im sta* 
tischen FaUe ergibt sich dafür 




§ 29* Statisches Gravitationsfeld. Zusammeuliaîig mit der ErfaKrung. ig^ 


das Quadrat der Geschwindigkeit ist. Dies ist ein Variationsprinzip von 
derselben Form wie das der klassischen Mechanik; als »Lagrangesche 
Fuiiktion« tritt 

L = y7^-^= 

auf. Machen wir die gleiche Annâherung wie soeben und bedenken 
noch, dafî bei unendlich schwacbem Gravi tationsfeld auch die auftretenden 
Geschwindigkeiten unendlich klein (gegenüber c) sein werden, so ist 

und da jetzt 


gesetzt werden darf, ergibt sich 

^ C/>| //if == O ; 



d. h. der Planet von der Masse ?n bewegt sich nach den Gesetzen der 
klassischen Mechanik, wenn man annimmt, dafî eine Kraft mit dem 
Potentîal m(D auf ihn einwirkt. Damit ist der volhtàndige Anschlu^ an 
die Newtons che Theo^de ei'j'cicht^ Für die Konstante Ztc% ergibt sich aus 
dein bekannten numerischen Wert der Newtonschen Gravitationskonstante k 
der Zahlwert 

. 8 k 

Zrc% = ^2 = 1,87 • io”“ 7 cm • gr“\ 


Die Abweichung der metrischen Fundamentalform von der >Eukli- 
dischen« (28) ist also immerhin so betrâchtlich, dafî sich die geodatischen 
Weltlinien in dem Mafîe, wie die Planetenbewegung es zeigt, von der 
geradlinig-gleicMôrmigen Bewegung unterscheiden — obwohl die im Raume 
gültige, auf beruhende Geoinetrie in den Abmessungen des Planeten- 
systems nur ganz unerheblich von der Euklidischen abweicht (die Winkel- 
summe in einem geodatischen Üreieck von diesen Abmessungen ist nur 
sehr wenig von 180*^ verschieden). Es liegt das vor allem daran, dafi 
der Radius der Erdbahn etwa 8 Lichtminuten betràgt, die Dauer des Erd- 
umlaiifs hingegen ein ganzes Jahr! ”) 

Wir wollen die exakte Théorie der Bewegung eines Massenpunktes 
und der Lichtstrahlen im statischen Gravitationsfeld noch etwas weiter 
verfolgen. Die geodatischen Weltlinien kônnen nach § 17 durch die 
beiden Variationsprinzipe 

(29) ôjyFds = o oder ôfFds — o^ ^ ~ 


gekennzeichnet werden. Ftir die >Nullinien«, die der Bedingung F = o 
genügen und das Fortschreiten eines Lichtsignals angeben, kommt nur 
das zweite in Betracht. Die Variation muB so vorgenommen werden, daB 

13* 
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die Enden des betrachteten Weltlinienstiicks ungeândert bleiben. 
werfen wir nur x^ — t einer Variation, so ist im statischen Fall 


(30) 

Also gilt 





djc^ 

ds 


dx^ds. 


== konst. 
ds 


Unter-" 


Bleiben wir zunâchst beim Fall des Lichtstrahls stehen, so kônnen wir, 
indem wir die MaBeinheit des Paràmeters 5 geeignet wâhlen — bis aul 
eine willktirliche MaBeinheit ist s durch das Variationsprinzip selbsl 
normiert — , die rechts auftretende konst. = i machen. Nehmen wii 
jetzt die Variation allgemeiner so vor, daB wir die râumliche Babnkurvc 
des Strahles unter Festhaltung der Enden abândern, binsichtlich der Zeil 
aber die Nebenbedingung, daB für die Enden dx^ = o sein soll, faller 
lassen, so lautet das Prinzip, wie ans (30) liervorgeht, 

Ô/Fds = 2[dt] = 2Ôfdt. 

Wird die variierte Batin insbesondere gleichfalls wie die ursprüngliche mil 
Lichtgeschwindigkeit durchlaufen, so gilt aucli für die vaiiierte Weltlinic 

O, do = fdt^ 

nnd wir erbalten dann 

( 31 ) Sfdt=dJ'-j=o. 

Durcb diese Gleichung wird nur die râumliche Lage des Lichtstrahls fest- 
gelegt; sie ist nichts anderes als das Fennatsclic Prinzip der kürzestet. 
Ankunft. In der letzten Formulierung ist die Zeit ganz eliminiert; sie 
gilt für ein beliebiges Stück der Bahn des Lichtstrahls, wenn dieses iu 
Raum irgendwie unter Festhaltung seiner Enden unendlich wenig ver- 
lagert wird. 

Benutzt man für ein statisches Gravitationsfeld irgendwelche Raum* 
koordinaten x^x^x^^ so kann man sich zur graphischen Darstellung einei 
Euklidischen Bildranms bedienen, indem man den Punkt mit den Ko- 
ordinaten x^^x^x^ durcb einen Bildpunkt mit den Cartesischen Koordinatei 
x^x^x^ zur Darstellung bringt. Tràgt man in diesen Bildraum den Or 
zweier ruhender Sterne S^., S, nnd eines rubenden Beobachters M ein 
so ist der Winkel, tinter welchem die Sterne dem Beobacbter erscheinen 
nicht gleich dem Winkel der geraden Verbindungslinien BS^ 

sondern man muB B mit 5 ,, durch die ans (31) sich ergebendei 
gekrümmten Linien kürzester Ankunft verbinden und den Winkel, dei 
diese in B miteinander bilden, durch eine weitere Hülfskonstruktioi 
vom Euklidischen Mafi auf das durch die metrische Grundform do 
bestimmte Riemannsche MaB [vgL §11, Formel (15)] transformieren. Dii 
so bestimmten Winkel sind es, welche die anschaulich erfaÜte Lage de 
Gestirne zueinander bestimmen, sie sind es, die an dem Teilkreis de 


§ 29* Statisches Gravitationsfeld. Ziisammenhang mit der Erfahning. 


Beobachtungsinstrumentes abgelesen werden. Wàhrend unver- 

rückt ihre Stelle im Raum behalten, kann dieser ^ S^BS^ sich ândern, 
wenn grol 3 e Massen in die Nàhe des Strablengangs gelangen. In detn 
erdrterten Sinne ist die Behauptung zu verstehen, daB durch das Gravi- 
tations feld die Lichtstrahlen gekrimmt werden. Do ch sind die Strahlen 
nicht, wie wir in § 12 zu vorlaufiger Orientierung angenommen hatten, 
geodâtische Linien in dem Raum mit der metrischen Grundform da^^ sie 
machen nicht das Intégral /Va, sondern das Intégral 

/y 

zum Extremum. Die Krümmung der Lichtstrahlen findet insbesondere in 
dem Gravitationsfeld der Sonne statt. Legen wir der graphischen Dar- 
stellung die Koordinaten zugrunde, auf welche sich die soeben 

hergeleitete, mit der Newtonschen identische Naherungstheorie bezieht, 
so ergibt die numerische Rechnung ftir einen unmittelbar an der Sonne 
vorübergehenden Lichtstrahl eine Ablenkung von i,7'\ Zur empirischen 
Feststellung dieses Eifektes war bei Gelegenheit einer über Rufîland 
totalen Sonnenfinsternis (die Beobachtung des Sternorts von Fixsternen in 
unmittelbarer Nâhe der Sonne ist ja nur bei verfinsterter Sonne moglich) 
im Sommer 1914 eine Expédition ausgerüstet; aber durch den Ausbruch 
des Krieges wurde das Unternehmen vereitelt. 

Ein anderer, durch die Einsteinsche Gravitationstheorie geforderter 
optischer Effekt im statischen Feld, der un ter günstigen Umstânden viel- 
leîcht gerade noch der Beobachtung zugânglich ist, beruht auf dem an 
einer festen Raumstelle zwischen der kosmischen Zeit dt und der Eigen- 
zeît ds bestehenden Zusammenhang 


ds = fdt. 


Sind zwei ruhende Natriumatome objektiv einander gleich, so muB der 
Vorgang in ihnen, der zu den optischen Wellen der Z^-Linie AnlaB gibt, 
in beiden die gleiche Frequenz, gemessen in Eigenzeit^ besitzen. Zwischen 
den Frequenzen in kosmischer Zeit besteht daher, wenn f an den 

betreffenden Stellen, an denen sich die Atome befinden, die Wèrte /i,/^ 
hat, der Zusammenhang 


/!*■. =/,*;; 




A 
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Die von einem Atom ausgehenden Lichtwellen haben aber natürlich in 
dem ganzen Raum, in kosmischer Zeit gemessen, Überall die gleiche Fre- 
quenz. Indem man also das Licht der Natrium- J 9 -Linie, das von einem 
Stern groBer Masse herkommt, mit dem von einer irdischen ausgesandten 
in demselben Spektroskop vergleicht, muB jene Linie gegentiber dieser 
eine kleine Verschiebung nach dem Rot hin zeigen, da / in der Nâhe 
groBer Massen einen etwas kleineren Wert besitzt als fern von ihnen. 
Die GrôBe der zu erwartenden Abweichung Kegt an der Grenze des 
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Beobachtbaren ; es komint die Vermischung mit dem DopplerefFekt hinzu. 
Die bisherigen Expérimente haben noch kein eindeutiges Résultat ergeben. 

Eine dritte Môglichkeit der Kontrolle durch die Erfahrung ist diese. 
Nach Einstein ist die Newtonsche Planetentbeorie niir eine erste An- 
naherung ; es fragt sich, ob die Abweichungen der strengen Einsteinschen 
Théorie von dieser groB genug sind, um einen mit unsern heutigen Hilfs- 
mitteln wahrnehmbaren EinfiuB hervorzubringen. Ojffenbar werden in dieser 
Hinsicht die Chancen für den sonnennâchsten Planeten, den Merkur, am 
günstigsten liegen. In der Tat hat Einstein indem er die Approximation 
einen Schritt weiter fortsetzte, und Schwarzschild indem er in aller 
Strenge das von einer ruhenden Masse erzeugte kugelsymmetrische 
Gravitationsfeld und die Bahnkurve eines Massenpunktes von unendlicK- 
kleiner Masse in diesem Felde bestimmte, gefunden, da^ die Bahnellipse 
des Mej'kur (auBer den von den übrigen Planeten hervorgebrachten Stb- 
rungen) in Richtung der Bahnbewegung eine îangsame Drehung erfahren 
mup^ welche pro Jahrhundert 4 f ausmacht Seit Leverrier ist ein Betrag 
genau von dieser GrôBe in den sâkularen Stdrungen des Merkurperihels 
bekannt, der durch die Stôrungstheorie nicht erklârt werden konnte ; ‘ es 
wurden die mannigfachsten Hypothesen ersonnen, um diese Diskrepanz 
zwischen Théorie und Beobachtung zu beseitigen"'^). — Auf die von Schwarz- 
schild angegebene strenge Losung kommen wir im nâchsten Paragraphen 
zurück. 

S O ist denn der Perihelvorgang des Merkur bisher die einzige em- 
pirische Bestatigung der Einsteinschen Gravitationstheorie; es steht also 
mit ihrer experimentellen Prüfung zur Zeit noch erheblich schlechter als 
mit der speziellen Relativitatstheorie. So radikal die Umwâlzung ist, 
welche die Gravitationstheorie für unsere Vorstellungen von Raum und 
Zeit bedeutet, so winzig sind die tatsâchlichen Abweichungen, welche sie 
für die beobachtbaren Erscheinungen mit sich bringt. Aber jedenfalls 
liefert sie ebensoviel und (hinsichtlich des Merkur) noch etwas mehr als 
die Newtonsche Théorie. Ihre eigentliche Stütze iîndet sie aber weniger 
in der Erfahrung als in ihrer eigenen inneren Folgerichtigkeit, durch welche 
sie der klassischen Mechanik ganz erheblich überlegen ist, und darin, dafî 
sie in einer die Vernunft aufs hôchste befriedigenden Weise das Râtsel 
der Relativitât der Bewegung und der Gravitation auf einen Schlag lôst 

Nach der gleichen Méthode wie für den Lichtstrahl kônnen wir auch 
für die Bewegung eines Massenpunktes im statischen Gravitationsfeld ein 
nur die raumliche Bahnkurve betreffendes Minimalprinzip, das dem Fermât- 
schen der kürzesten Ankunft entspricht, aufstellen. Ist der Parameter s 
die Eigenzeit, so wird 

(32) . I , ^ind r— ^ ^ 

ist das Energieintegral. Jetzt benutzen wir das erste der beiden VariatioDS- 
prinzipe (29) und verahgemeinern es wie oben in der Weise, dafî wir die 
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râumliche Bahnkurve unter Festhaltung ihrer Enden, x^ — t aber ganz 
beliebig variieren. Es lautet dann 

(33) = 

Um die Eigenzeit zu eliminiereu, dividieren wir die erste der Gleichungen 
(32) durch die ins Quadrat erhobene zweite; es kommt 

( 34 ) f,-[r - = E\ da=fVUdt, 

wo 



(34) liefert das Geschwindigkeitsgesetz, nach welchem der Massenpunkt 
seine Bahn durchmiBt. Variieren wir insbesondere so, daB anch die va- 
riierte Bahnkurve nacb dem gleichen Gesetz mit der gleichen Konstante E 
durcblaufen wird, so folgt aus (33]: 

ôff Üdt = O 

oder schliefîlich, indem wir dt durch das râumliche Bogenelement do aus- 
driicken und so die Zeit ganz eliminieren: 

(35) ôjyirda = o. 

Nachdem hieraus die Bahnkurve des Massenpunktes ermittelt ist, ergibt 
sich der zeitliche Ablauf der in dieser Bahnkurve vonstatten gehenden 
Bewegung aus (34): 



Für E = O kommen wir auf die Gesetze des Lichtstrahls zurtick. 

§ 30. Strenge Lfosung des Einkdrperproblems 

Für ein statisches Gravitationsfeld ist 

ds^ = fdxl do'^, 

wo do'^ eine positîv- définit e quadratische Form der drei Raumvariablen 
jTj ist; die Lichtgeschwindigkeit f hângt gleichfalls nur von diesen 
ab. Das Feld ist kugelsyminetrisch^ wenn bei geeigneter Wahl der Raum- 
koordinaten / und do"^ invariant sind gegenüber linearer orthogonaler 
Transformation derselben, Damit die s der Fall ist, inufî f eine Funktion 
der Entfernung 

r — yx\ -i- 

vom Zentrum sein, do^ aber besitzt notwendig die Gestalt 
{36) À (dxl + dxl + dxl) / {x^ dx^ + dx^ + x^dx^Y^ 



200 


Gravitation. 


worin X und / gleichfalls Funktionen von r allein bedeuten. Ohne daB 
diese Normalform zerstôrt wird, kann man die Raumkoordinaten noch einer 
Transformation nnterwerfen, die darin besteht, daB man ersetzt 

durch /,tx^ mit einem Proportionalitâtsfaktor der eine will- 

kürlicbe Funktion der Entfemnng r ist. Indem man tiber ihn geeignet 
verfügt, kann man ofFenbar erreichen, daB X = i wird; dies sei geschehen. 
Wir haben dann also mit den Bezeichntingen des vorigen Paragraphen 

y a = — — l ■ XîXk («, ^ = I, 2, 3). 

Wir wollen jetzt dieses kugelsymmetrische Feld so bestimmen, daB 
es den homogenen Gravitationsgleichungen genügt, welche dort gelten, wo 
keine Materie vorhanden ist, d. h. wo der Energie-Impuls-Tensor Tik ver- 
schwindet. Jene Gleichungen sind zusammengefaBt in dem Variations- 
prinzip 

ôflldco = O . 

JDas Gravitationsfeîd^ das wir finden, ist das von ruhenden Massen erzeugte^ 
die kugeîsymmetrisch uni ein Zentrum verteilt sind. Bedeutet der Akzent 
Ableitung nach r, so bekommen wir 

XiXk + I Xk + X^) 

OXa r 

und daher 

— XiXk-Vl 8 ^ Xa (î, >è, a = I, 2, 3,) . 

Da aus 

3 

wie man sich durch Einsetzen überzeugt, 

ia—^Xa, A* = I + lr'‘ 

folgt, ist mithin 

{i Xa î XiXk + 

1 a J = 7“ 1? 

Es gentigt, die Berechnung von H für den Punkt Xj == r, x^ = o, x^ = o 
durchzuführen. An dieser Stelle sind von den eben berechneten Drei- 
indizes-Symbolen 



aile übrigen = o. Von den o enthaltenden Dreiindizes-Symbolen sind 
nach dem vorigen Paragraphen 
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aile andern = o. Von den ga sind die in der Haupt diagonale stehenden 
{z = k) gleich 

die sèitlichen (i k) sind o; für die in der Hauptdiagonale stehenden 
findet man daher die Werte 


r,3 9 ? 


für die seitlichen o. Die Définition (23) von ^ liefert daher hier: 


{7l((V}+{V})-!Vl(7l 

-7 lv}({7KlvM';ir;)-iv)(v) 

-■ IV1((7} + |V|) 

-■ {71(|7| + {V1)- 

Die in der ersten und zweiten Zeile stehenden Glieder ergeben zusammen 

(ivi-{7i)(7m-7r:})^ 

in diesem Produkt ist aber der zweite Faktor = o. Da 

U =n- -/-/), 

ist die Summe der in der dritten und vîerten Zeile stehenden Terme 

__2/r 

_ . 

Erstrecken wir das Weltintegral von H nach der Zeit über ein {estes 
Intervall, nach dem Raum über eine von zwei Kugelflachen begrenzte 
Schale, so lautet, da 

dto — id dx^ dr [dQ: — raumlicher Winkel) 

ist, die zu lôsende Variation sgleichung 

à f Hd r'^ dr = o ; 

also, wenn wir 

/ I \ 

” 7+ ir^ "" (r ~ V - 

setzen, 

ôfiüJ'dr—o. 

Darin dürfen wir J und tu als die unabhàngig zu variierenden Funktionen 
betrachten. 
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Indem wir w variieren, ergibt sich 

= O , J — konst. ; 
bei geeigneter Wahl der MaSeinheit der Zeit also 

J — hf= 1 . 

Partielle Intégration liefert 

/ w/i* dr = \w/i\ — fJw'dr, 
Daher komint, wenn wir J variieren, 

ît/' == O , — konst. = — 2m, 

Ans der Définition von w iind J ^ i folgt nunmehr 


0 2 m 





Unsere Aufgabe ist damit vollstândig gelôst. Die MaBeinheit der Zeit ist 
so gewâhlt, daB die Lichtgeschwindigkeit im gravitationslosen Raum = i 
ist. Bedeutet vi^ die felderzeugende Masse in gr, so ist die Konstante m 
von der Dimension einer Lange = wir nennen sie den Gravitations-' 
radius der Masse, Denn in unendliclier Entfernung weicht die ermittelte 
metrische Fundamentalform ds"^ unendlich wenig von 
dx\ — {^dx\ -f- dx\ -J— dx^ 

ab, tind es muB daher nach der obigen Naherungsrechniing /= i -f. (2) 
sein, wo O das Newtonsche Potential der felderzeugenden Masse ist. Da 
nicht negativ werden kann, zeigt sich tibrigens, daB bei Verwendung der 
hier eingeführten Koordinaten für das von Materie freie Raumgebiet 
überall r > 2 w sein muB. Weitere Aufklârung darüber gibt der in § 31 
durchzuftihrende besondere Fall der Flüssigkeitskugel, wo wir das Gravi- 
tations feld anch innerhalb der Masse bestimmen werden. Die gefundene 
Ldsung dürfen wir für das Schwerefeld der Sonne auBerhalb derselben be- 
nutzen, wenn wir die Einwirkung der Planeten und der fernen Fixsterne 
vernachlâssigen. 

Die Bewegung eines Planeten (dessen Masse wir unendlich klein gegen- 
über der Sonnenmasse annehmen) wird durch eine geodiitische Weltlinie 
dargestellt. Von deren vier Gleichungen 


d'^Xi f dxh dxi 

ds'^ [ i j ds ds ^ 

liefert die dem Index i = o entsprechende im statischen Gravi tationsfeld, 
wie wir oben sahen, das Energieintegral 
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Die den Indizes 2=1, 2, 3 entsprechenden Gleichungen liefern für ein 
kugelsymmetrisches Feld, wie die hingeschriebenen Werte der Dreiindizes- 
Symbole ohne weiteres erkennen lassen, die Proportion 

d'^ X 

ds^ * ds^ ‘ ds^ . ^3 

und daraus in bekannter Weise die drei Gleicbungen, welche den Flâchen'- 
satz enthalten: 

dx„ dx, 

, — .3:2 = konst . 

ds ^ ds 

Gegenüber der Nevvüonschen Théorie besteht hinsichtlich dieses Satzes mir 
der Unterschied, dafî nicht nach der kosmischen Zeit, sondern der Eigen- 
zeit s des Planeten différé ntiiert werden muB. Wegen des Flàchensatzes 
erfolgt die Bewegung in einer Ebene, die wir zur Koordinatenebene ^^3 = 0 
wâhlen kônnen. Fiihren wir in ihr Polarkoordinaten ein: 


= r cos ip , 

so lautet das Flâchenintegral 


= r sm (p , 


( 37 ) -J-s = ^ • 

Für das Energieintegral aber kommt, da 

dx\ + dx\ = dr'^ dip'^ ^ x^ dx^ + x^ dx^ — rdr , 
da^^(dr^ + r^d(p^) + l[rdry = /ddr^ + r^dcp^ ist: 


/■l ■+*•(£) 


‘ivV. 


== konst. 


— — E = konst . 


Da fh = I ist, folgt durch Einsetzen des Wertes von f 

(38) =-Æ = konst. 

Diese Gleichung zeigt gegenüber der Energiegleichung in der Newtonschen 
Théorie nur den einen Unterschied, daJB im letzten Gliede links der eine 
Faktor r durch r — 2 m ersetzt ist. 

Die weitere Behandlnng geschieht genau wie in der Newtonschen 

Théorie. Wir setzen -y ans (37) in (38) ein: 

(d r\ ^ 2 m [r — 2 m) 


oder statt r die reziproke Entfernung q = — benutzend , 

Wollen wir die Planetenbahn ermitteln, so eliminieren wir die Eigenzeit, 
indem wir diese Gleichung durch die quadrierte Gleichung (37) dividieren: 

[dqY 2m E 2 , 3 
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In der Newtonschen Théorie fehlt das letzte Glied rechts. Fur die 
numerischen Verhâltnisse, die bei einem Planeten vorliegen, hat das 
Polynom 3. Grades in q auf der rechten Seite drei positive Wurzeln 

== — ç)(ç — çj; 


Q bewegt sich zwischen und Die Wurzel ist sehr grofî gegen- 
über den beiden andern. Wir setzen wie in der Newtonschen Théorie 


= a{i 


: æ(i + 


) - 

und nennen a die halbe groBe Achse und e die Exzentrizitât; dann ist 


Qx + Ça — - 


ail — e 


Vergleicben wir die Koeffizienten von ç® miteinander, so kommt 

I 

2 m 


Qo+Qx + Q2 


(p drückt sich durch q mittels eines elliptischen Intégrais i. Gattung 
aus, daher ist Q umgekehrt eine elliptische Funktion von <jp. Die Be- 
wegung hat genau den gleichen Typus wie die des sphàrischen Pendels. 
Um einfache Nâherungsformeln zu fin den, machen wir die gleiche Sub- 
stitution, wie sie zur Bestimmung der Keplerschen Bahnellipse in der 
Newtonschen Théorie benutzt wird: 


(, — A cos 0 . 

^ O /> 


Dann ist 


(p == 




dO 


+ Qa 


Qr 


■ COS 0 


’) 


Das Perihel ist charakterisiert durch die Werte 6/ = o, zvc, der 

Zuwachs des Azimuts cp für einen vollen Umlauf von Perihel zu Perihel 
wird also durch das obige Intégral, genommen in den Grenzen von 0 
bis 2 TT, geliefert. Mit bei weitem ausreichender Genauigkeit ist er 

2 7t 


Wir finden aber 

„ gi + g-. 


Y - «-yy 


{Qo + Çx + (>Y — Uçt + 


2 m a{i — <?“ 


Infolgedessen ist jener Zuwachs 

2 Tt 


VT 


6m 


2'JC\l + 


a[i —ey 


a{i 


§ 31 . Weitere strenge Lôsungen des Gravitationsproblems. 
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und das Vorrücken des Perîhels pro Bahnumlauf 


ÔTtm 



der Gravitationsradius der Sonne, kann nach dem dritten Keplerschen 
Gesetz noch durch die Umlaufszeit T des Planeten und die halbe groÔe 
Achse a ausgedrückt werden: 

Einen mit den feinen astronomischen Beobachtungsmitteln sicher kon- 
statierbaren Betrag erreicht dieses Vorrücken des Perihels nur für den 
sonnennâchsten Planeten, den Merkur [s. oben). 

§ 31, Weitere strenge Ldsungen des statischen Gravitations- 
problems. 

In einem Euklidischen Raum mit den Cartesischen Koordinaten x^ 
lautet die Gleichung einer Rotationsflâche, welche die -Achse zur Dreh- 
acbse hat, 

a-3 = , r = yx’‘,+xl\ 

auf ihr ist also das Qiiadrat des Abstandes da zweier unendlich benach- 
barter Punkte 

da^={dxl+dxl) + (F'{r)ydr^= {dx\ + dxl)-^ + xjx,)\ 

Im kugelsymmetrischen statischen Gravitations feld ist auf einer durch 
das Zentrum gehenden Ebene = o) 

dG^ = {dxl -f dxl) + î[x, dx, + dx^Y 1 
wo 

— I 2in 

r 7' [r — 2 m] 

Die beiden Formeln kommen zur Übereinstimmung, wenn man 

F’ ir) = 1 / — - - , F [7'] = y 8m(r — 2 m} 

setzt. Die Geometrie in jene^'- Ehene ist also die gleiche^ wie sie im 
Euklidischen Raum auf dem einschaligen Rotationspai^aholoid 

Z — Y 8m[r — 2 7n) 

gilt. Die orthogonale Projektion des Paraboloids auf die x^ ^3 -Ebene 
bedeckt das Àuûere des Kreises 2 m doppelt, das Innere hingegen 
überhaupt nicht. Bei natürlicher analytischer Fortsetzung haben wir 
unsere kugelsymmetrische Lôsung des Gravitationsproblems also folgender- 
maBen zu interpretieren: Der wirklicbe Raum ist in der Weise auf den 
Euklidischen Bildraum mit den Cartesischen Koordinaten x^x^x^ abge- 
bildet, daB die Abbildung das ÂuBere der Kugel r == 2 m doppelt über- 
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zieht. Durch jene Kugel, auf welcher die MaBbestimmung singulâr wird, 
ist der Raum in zwei Hâlften geschieden, deren eine man als das ÂuBere, 
deren andere man als das Innere des »Massenpunktes« zu bezeichnen 
batte, um dessen Feld es sich handelt. Masse befindet sich aber weder 
im ÀuBern noch. im Innern, sondern nur auf der Oberflâche der singu- 
lâren' Kugel. Die voile Realisierung dieser Lôsung würde voraussetzen, 
daB der Raum andere Zusammenhangsverhâltnisse aufweist, als wir sie 
ihm gemeinhin zuschreiben ; er müBte nàmlich zweifach zusammenhângend 
sein, d. h. nicht nur einen^ sondern zwei in s Unendliche hinausreichende 
Sàume tragen. Auf die wichtige Frage des Raunazusammenhangs im 
ganzen, der Analysis situs, kommen wir hernach noch genauer zu 
sprechen. Bleibt man bei der Auffassung des einfach zusammenbângenden 
Raumes stehen, so kann von der eben gekennzeichneten Lôsung in der 
Natur immer nur ein Stück realisiert sein. 

Vielleicht werden die Verbâltnisse nocb übersicbtlicher, wenn wir 
unter Wahiung der Kugelsymmetrie auf ein anderes Koordinatensystem 
transformieren. Wenn die neucn Koordinaten durch Akzente bezeichnet 
werden, so sollen die Transformationsformeln lauten 

t > > f 

^ A-g , A- 2 -^2 5 ^ 1 ^ i~ 

T 7^ V \ 2 



Lassen wir nacb Ausfübrung der Transformation die Akzente wieder fort, 
so ergibt sicb 

(39) H- [dx\ + dx\ + rfjCj) 

und für die Lichtgeschwindigkeit 

r ■ 


m 

2 


r + - 


m 


Wâhrend die vorbin benutzten Koordinaten aus dem allgemeinen Ansatz 
(36) durch die Spezialisierung X — 1 hervorgingen, entsprechen die jetzt 
gewâhlten der Forderung /= o. Deuten wir wiederum als Cartesi-- 

sche Koordinaten eines Euklidischen Bildraumes, so ist der wirklicbe 
Raum auf den Bildraum konform (winkelireu) abgebildet. Das lineare 
VergrôBerungsverhâltnis ist 

. 

ydxl-^dxl + dxl \ ^r] 

771 

Die singulâre ^Cugel ist jetzt durch r — — gegeben, das »AuBere« durch 

2 

7fl 771 

r'^ — ^ das Innere durch 7 <^ da"" ist regular für aile r, / wlrd 

^ 771 ^ 

nur für r = — zu Null. Der Umfang des Kreises a:® + a;* = in. 
der Ebene ^^3 = 0 betrâgt 



§ 31 - Weitere strenge Lôsungen des statischen Gravitationsproblems. 


2 Tir I 

2r. 


m 


Durchlâuft r abnehmènd die Werte von + oo bis — , so nimmt diese 

2 ^ 


7fl 

Funktion monoton ab; sinkt aber r tinter —, so beginnt sie wieder zu- 

zunehmen , um schlieBlich im Limes fur r — o von neuem dem Werte 
-j- 00 zuzustreben. — 

Eine geladene Kiigel erzeugt auBer dem kngelsymmetrischen Gravi- 
tationsfeld auch ein ebensolches elektrostatiscbes Feld; da sich beide 
Felder gegenseitig beeinfiussen, kônnen sie nur simultan bestimmt werden. 
Verwenden wir wie für die übrigen Grôfîen so fur die Elektrizitât die 
gewôhnlichen MaBeinheiten des *5* - Systems (und nicht die sonst hier 
zugrtinde gelegten Heavisideschen , die über den Faktor anders ver- 
fügen), so lautet in dem von Massen und Ladungen freien Gebiet das 
Intégral, das für den Gleichgewichtszustand ein en stationâren Wert an- 
nimmt : 





dr . 


Die Bezeichnungen sind dieselben wie oben, Q> ist das elektrostatische 
Potential. Als Wirkungsfunktion des elektrischen Feldes ist gemâB der 
klassischen Théorie das Quadrat des Feldbetrages zugrunde gelegt. Die 
Variation von w ergibt, ebenso wie im ladungslosen Fall, 

^' = O , d = konst. s= I , 

Variation von (2) aber: 

■y" T" ) = ° daraus (/> = —• 

dr\ J I r 


Für das elektrostatische Potential erhàlt man demnach die gleiche Formel 
wie ohne Berücksichtigung der Gravitation; die Konstante ist die das 
Feld erzeugende elektrische Ladung. Variiert man endlich so kommt 


und daraus 
w = 


— w 




O 


2 pi 





2%niç^ "/ 

r c 



In tritt, wie man sieht, auBer dem von der Masse abhangigen 

Glied' — — noch ein elektrisches Zusaizglied auf. Wir nennen — m 

den Gravi tationsradius der Masse e^ — e den Gravitationsradius 

der Ladung In Entfernungen r der Grôfîenordnung m ist das Massen- 
glied, in Entfernungen der GroBenordnung e das elektrische Glied der i 
vergleichbar. /“ bleibt für aile Werte von r positiv, wenn e ^ m ist; 
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unter diesen Umstànden kônnen also Masse und Ladung auf einen Punkt 

g 

zusammengedrângt sein. Für ein Elektron ist der Quotient — von der 

* nt 

Grdpenordnung Da6 am Elektron eine derartige reine Zahl anftritt, 

die von ganz anderer Grôfîenordnung als i ist, macht die in der Mie- 
schen Théorie enthaltene These, daÔ aile ans den MaBgrdfîen des Elektrons 
und der Atome bestimmten reinen Zahlen sich als mathematische Kon- 
stante aus den Naturgesetzen ergeben müssen, einigermaBen bedenklich; 
so schwer es uns freilich auf der andern Seite fâllt, zu glauben, daB dem 
Weltbau gewisse reine Zahlen von zufâlligem numerischen Wert zugrunde 
liegen. — In Entfernungen, die mit 


vergleichbar sind, werden das Massenglied und das elektrische Glied îm 
Gravitationspotential / von der gleichen GrôBenordnung; erst wenn r 
vielmal grôBer ist als gilt das Superpositionsprinzip in dem Sinne, daB 
das elektrostatische Potential in gewôhnlicher Weise durch die Ladung, 
das Gravitationspotential durch die Masse bestimmt ist. Demnach wird 
man a als Radius der Wirkungssphâre betrachten kÔnnen; diese GrôBe 
tritt in jenen früher erwâhnten Theorien, die auf Grand spezieller An- 
satze den Energieinhalt des Elektrons ermitteln, als Elektronenradius auf 
Es besteht das Verhàltnis 

a \ e = e\m oder e am, — 

Das im Innern massiver Kdrpcr herrschende Gravitationsfeld ist nact 
der Einsteinschen Théorie erst bestimmt, wenn die dynamische Kon- 
stitution der Kôrper vollstândig bekannt ist; in den GravitationsgleichungCE 
sind ja die mechanischen , also im statischen Fall die Gleichgewichtsbe* 
dingungen mit enthalten. Die einfachsten Verhâltnisse, welche wir ins 
Auge fassen kônnen, liegen vor, wenn die Korper aus einer homogeneti 
inkom;pressihlen Flüssigkeit bestehen. Der Energietensor einer Flüssigkeit, 
auf welche keine Volumkrâfte wirken, wird nach § 24 durch die Glei- 
chungen geliefert 

Tik = Ui U k — P gik^ 

in denen die Uî die kovarianten Komponenten der Weltrichtung dei 
Materie sind, der Skalar p den Druck bedeutet und sich aus dei 
konstanten Dichte durch die Gleichung |tt* = + / bestimmt. Wii 

führen die GrôBen 

U* Ui = Vi 

als Unabhàngige ein und setzen 

\L = — Vviv\ 

Dann ist, wenn wir nur die variieren, hingegen die Vi nicht: 

<ÎS = - %ik (S = Z >7, 3:,-^ = Tiu V}) . 


§ 31 * Weitere strenge Lôsungen des statiscken Gravitationsproblems. 


Folglich kônnen wir die Gravi tationsgleichungen in die auf diese Art der 
Variation sich beziehende Formel zusammenfassen 

6 f[L -^H)dco = o, 

Es ist aber wohl zu beachten, da6 dieses Prinzip, wenn in ihm die Vi als 
Unabhàngige variiert werden, nicht die richtigen hydrodynamischen Glei- 
chungen ergibt (denn es kâme einfach Vi = o). Diese, d. s. die Er- 
haltnngssàtze ftir Energie und Impuls, sind ja aber bereits in den Gravi- 
tationsgleichungen mitenthalten. 

Im statischen Fall ist — = o und aile GrôBen sind 

tinabhangig von der Zeit; wir setzen = v und wenden das Variations- 
zeichen d* in dem gleichen Sinne wîe in § 27 an, wobei wir uns aber 
auf eine rein râumliche infinitésimale Verschiebung beschrânken. Dann ist 

d* S z= — . , 

wobei nichts anderes bedeutet als den Unterschied von v an zwei 
Raumstellen, die durch die infinitésimale Verschiebung auseinander her- 
vorgehen. Indem wir jetzt den SchluB, durch den wir in § 27 den 
Energie-Impuls-Satz gewannen, umkehren, folgern wir aus der Gültigkeit 
jenes Gesetzes, d. i. 

f %k <î* ■ dx = O 

und der Gleichung 

y" d* £ • JC = O , 

dafî d* z; == O ist. Und das bedeutet, daÔ v in einem zusamnienhàngendm^ 
von Flüssigkeit erfülUen Raumgebiet einen konstanfen Wert besitzt Das 
Energiegesetz ist identisch erfüllt, und das Impulsgesetz drückt sich am 
einfachsten in dieser Tatsache aus. 

Eine éinzige im Gleichgewicht befindliche Flüssigkeitsmasse wird hin- 
sichtlich Massenverteilung und Feld Kugelsymmetrie besitzen. Speziali- 
sieren wir auf diesen Fall, so haben wir für ds^ den gleichen, die drei 
unbekannten Funktionen l, f enthaltenden Ansatz zu machen wie zu 
Beginn des § 30. Setzen wir von vomherein X = i, so entgeht uns 
diejenige Gleichung, welche durch Variation von X entspringt. Für sie 
ist offenbar jene Gleichung ein voiler Ersatz, welche die Invarianz der 
WirkungsgrdBe bei infinitesimaler ràumlicher Verschiebung in radiàler 
Richtung aussagt, d. h. der Impulssatz v ^ konst. Das zu lôsende Varia- 
tionsproblem lautet jetzt 

ô f{d'w — J + dr = o ; 

dabei sind und h zu variieren, 



Weyl, Rauni, Zeit, Materie. 
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Beginnen wir mit der Variation von es kommt 


(40) 


— 0 ^ w — — 



ifo 

3 


> 


Die Flüssigkeitskugel habe den Radius r = Wir sehen, daô er not- 
wendig 



bleiben mufi. Dabei ist für Energie und Masse die aus der Gravitations- 
theorie -sich ergebende rationelle Einbeit zugrunde gelegt. Für eine 
Wasserkugel ist jene obéré Grenze beispielsweise 


=v 




10 


km = 22 Lichtminuten. 


AuBerhalb der Kugel gelten unsere früheren Formeln, insbesondere ist 
dort 



Die Grenzbedingungen verlangen, daB h und / stetig über die Kiigel- 
oberflâche hinübergehen und der Druck p daselbst verschwindet. Aus 
der Stetigkeit von h ergibt sich zunâchst für den Gravitationsradius n 
der Flüssigkeitskugel 


Die zwischen und bestehende Ungleichung zeigt, dafî der Radius 
grôBer sein muB als 2 m. Bevor wir also, aus dem Unendlichen kommend, 
an die zu Beginn dieses Paragraphen erwàhnte singulâre Kugel r = 2Pi 
gelangen, geraten wir in die Flüssigkeit hinein, und in ihr gelten andere 
Gesetze. Gehen wir zur Grammeinheit über, so ist durch zii 

ersetzen, und m ist — % , wenn die gravitierende Masse bedeutet; 

dann findet sich 


Da 


• 


3 


h 


M*/ 


eine Konstante ist und an der Kugeloberflâche den Wert ^ annimmt, 

wo den aus (40) zu entnehmenden Wert von h daselbst bedeutet, so 
ist im ganzen Innern 

(41) • 



§ 31 * Weitere strenge Lôsungen des statischen Gravitationsproblems. 
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Die Variation von h liefert 


Da atis (40) 


folgt, findet man sofort 


— 4- re; = O . 


h' iio 


J — ^ ^ konst. 

2 Ur. 


Zieht man noch den Wert (41) der Konstanten v heran und ermittelt 
den Wert der auftretenden Integrationskonstanten durch die Randbedingung 
^ = I auf der Kugeloberflâche, so kommt 


Endlich ergîbt sich ans (41) jetzt 


.?Az:A 

2 hh^ 




K ^ 


Damit sind die metriscbe Fundamentalform des Raumes 


dG^ = {dx\ + dx\ + dx\) + 


(Xj^ dx^ -)- x^ dx^ + ^3 dxS" 


das Gravitationspotential (oder die Lichtgeschwindigkeit, /) und das 
Druckfeld p bestimmt. 

Die im Innern der Kugel herrscbende Geometrie stimmt auf einer 
durch ihr Zentrum gehenden Ebene überein mit der Geometrie auf einer 
Rotationsflàche z — F\f) im Euklidischen Raum. Es ist 


tmd daraus findet man ohne weiteres, daB jene Rotationsflache eine 
Kugel vom Radius a ist. Im ganzen Innern der Flüsdgkeitskvgel gilt die 
ràumliche sphàrische Geometrie^ nàmlich dieselbe wie auf der ^Kugeh 

xl+xl+xl+xl — a"" 

im vierdimensionalen Euklidischen Raum mit den Cartesischen Koordinaten Xi. 
Am elegantesten führt man diese Betrachtung vielleicht so durch. Der 
Winkel dcp^ unter dem zwei unendlich benachbarte Punkte, p mit den 
Koordinaten Xî und p' mit den Koordinaten xî + dxi^ in diesem vier- 
dimensionalen Raum vom Nullpunkt Q aus erscheinen, d. h. der Winkel 
der Strahlen Op und Dp' bestimmt sich aus 

>^dx1 — {^Xidx^) 
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(Summation über i von i bis 4). Sind P' die DurchstoBpunkte dieser 
Strahlen mit der Kugel um O vom Radius a und ist do deren Abstand 
auf der Kugel, so ist da ~ adcp, Wâhlen wir für p und f die Punkte P 
und P^ selber, so ist 

= æ"*, ^xjdxj = û. 


Benutzen wir als GauÔsche Koordinaten der Kugelpunkte die ersten drei 
Cartesischen , so liefert (42) demnach 


(43) 

wo 


do^ 


{dx\ 


■ dxl + 




= + K + 


ist. Das ist genau die gleiche Formel, welche wir hier für das Innere 
der Flüssigkeitskugel hergeleitet haben. Wâhlen wir aber für p und p* 
die in der Ebene x^= a gelegenen Projektionspunkte der Kugelpunkte 


jP, P' ^ so kommt, da dann dx^ = 0 ist: 


(44) 


dG"" r"") [dx\ + dx\ 4“ dxl) — {x^dx^ + dx^ + x dx. 




und das ist jene Gestalt der metrischen Fundamentalform des sphârischen 
Raumes, welche uns in Kap. II, § 11 begegnete. Der Übergang von (43) 
zu (44) wird durch die Koordinaten transformation bewirkt 



ar 


Va^- 


Diese Ergebnisse über die Flüssigkeitskugel sind zuerst von Schwarz- 
schild gewonnen worden*®). Nachdem die wichtigsten Fâlle des kugel- 
symmetrischen statischen Gravitationsfeldes erledigt waren, gelang es denc 
Verfasser, das allgemeinere Problem des rotations- {zylindeX’')symmetrischeti 
statischen Feldes zu lôsen Hier môgen nur die einfachsten Resultatc 
dieser Untersuchung eine kurze Erwâhnung finden. Es handle sich zu* 
nâchst um ungelaâene Massen und um das Gravitationsfeld in dem vor 
Materie freien Raum. Aus den Gravitationsgleichungen ergibt sich dann 
dafî unter Einführung gewisser Raumkoordinaten r, fl, z, der kanonischêt 
Zylinderkoordinaten^ 

dtp 

ds^ = f^dP ^ dG\ do^ = h {dr^ + dz^) + 


wird. 0 ist ein Winkel, der mod. 27V zn nehmen ist; d. h. Werten von d 
welche sich um ganzzahlige Vielfache von 27c unterscheiden, entsprichi 
derselbe Punkt. Auf der Rotationsachse wird r = o, h und / sine 
Funktionen von r und 0. Wir bilden den wirklichen Raum auf einei 
Euklidischen ab, in welchem 0 ^ z Zylinderkoordinaten sind. Das kano- 
nische Koordinaten System ist eindeutig bestimmt bis auf eine Verschiebune 
in Richtung der Rotationsachse : z' = 0 + konst. Wenn = i ist 

stimmt da^ mit der metrischen Grundform des Euklidischen Büdratimi 


§ 31 - Weitere strenge Losungen des statischeu Gravitationsproblems. 
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überein. Das Gravitationsproblem kann in ebenso einfacher Weise wie 
nach der Newtonschen Théorie gelôst werden, wenn die Massenverteilung 
im kanonischen Koordinatensystem bekannt ist. Übertrâgt man nâmlich 
die Massen in unsern Bildraum, d. h. bringt in ihm eine solche Massen- 
verteilung an, dafî die in irgend einem Stück des wirklichen Raums ent- 
haltene Masse gleich der Masse in dem korrespondierenden Stück des 
Bildraums ist, und ist dann ip das Newtonsche Potential dieser Massen- 
verteilung im Euklidischen Bildraum, so gilt die einfache Formel 

{4S) 

Auch die andere noch unbekannte Funktion //. lâBt sich durch Lôsung 
einer gewôhnlichen Poissonschen Gleichung (in der Meridiatiebene 0 = o) 
bestimmen. — Handelt es sich um geladene Korper^ so existiert das 
kanonische Koordinatensystem gleichfalls. Nimmt man an, daS die Massen 
gegenüber den Ladungen zu vernachlâssigen sind, d. h. daB für ein be- 
liebig herausgegrififenes Raumstück der Gravitationsradius der in ibm 
enthaltenen elektrischen Ladungen immer vielmal groBer ist als der Gravi- 
tationsradiiis der in ihm enthaltenen Massen, und bedeutet cp das nach 
der klassischen Théorie berechnete elektrostatische Potential der in den 
kanonischen Bildraum übertragenen Ladungen, so gelten für / und für 
das elektrostatische Potential O im wirklichen Raum die Formeln 



EinigermaBen überraschend gestaltet sich die Einordnung des kugel- 
syrametrischen Falles in diese allgemeinere Théorie. Eine Euklidische 
Ebene mit den rechtwinkligen Koordinaten r, z schlitze man auf lângs 
der auf der js:-Achse durch — ^ S a ^ + w charakterisierten Strecke. 
Aus zwei übereinander liegenden Exemplaren dieser geschlitzten Ebene 
stelle man sich eine zusammenhèingende zweiblâttrige Riemannsche Flàche 
dadurch her, daB man die Schlitzrànder kreuzweise zusammenheftet, und 
dieses Gebilde lasse man um die a^-Achse rotieren. Dann erhâlt man 
einen »zweiblâttrigen« Euklidischen Raum. Auf ihn wird durch die kano- 
nischen Koordinaten der Gesamtraum, in welchem sich das statische Feld 
eines >Massenpunktes« ohne Ladung befindet (vgl. den Anfang dieses 
Paragraphen), umkehrbar eindeutig und stetig abgebildet. Der singularen 
Kugel, auf welcher die Masse verteilt ist, entspricht dabei der vorhin 
angegebene Schlitz. Von den früher benutzten »konformen« Koordi- 
naten die, wenn man sie als Cartesische Koordinaten in einem 

Euklidischen Bildraum deutet, die konforme Abbildung des wirklichen 
Raumes auf den Bildraum bewirken, gelangt man zu den kanonischen, 
wenn man von den konformen zunâchst zu den ihnen korrespondierenden 
Zyîinderkoordinaten übergeht : 

Xj^ = / cos 0', — /sin6^', = / 
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und dann in der Meridianebene die Transformation 


(>'■ 


' r zz 


{i=y- 1) 


dnrchführt. 

Wie die Gesetze der Mieschen Elektrodynamik, so sind auch dze 
steinschen Gravitationsgesetze nicht-linear. Diese Nicht-Linearitât mael^^ 
sîch in denjenigen Abmessungen, welche der direkten Beobachtung 
gânglich sind, nicht merkbar, weil in ilinen die nichtlinearen Glieder 
stândig gegenüber den linearen zn vernachlâssigen sind; das hat zur Folgç, 
daB wir in dem Krâftespiel der sichtbaren Welt das Superposition spHn^ip 
durchweg bestàtigt finden. Hôchstens für die seltsamen Vorgànge inn^^ 
halb des Atoms, von denen wir uns heute noch kein klares Bild 
kônnen, kommt jene Nicht-Linearitât moglicherweise in Betracht. 
nichtlinearen Differentialgleichungen liegen, namentlich was ihre Singular^^ 
tâten betrifft, im Vergleich zu den linearen âuBerst komplizierte, 
erwartete und vorerst noch ganz und gar unbeherrschbare Verhaltnis^ 
vor, und es liegt nahe, diese beiden Dinge; das sonderbare Verhalt^ 
nichtlinearer Differentialgleichungen und die Eigenttimlichkeiten 
atomistischer Vorgànge in Zusammenhang miteinander zu bringen. I>î^ 
Gleichungen (45), (46) bieten ein schones und einfaches Beispiel da^î- 
dar, wie sich das Superpositionsprinzip in der strengen Gravitations-, 
théorie modifiziert: die Feldpotentiale / und (D hângen in dem ein^ 
Falle durch die Exponentialfunktion, in dem andern dur ch die trigono- 
metrischen von deijenigen GrôBe ip^ bzw. (p ab, welche dem Superpositions- 
prinzip genügt. Zugleich aber zeigen jene Formeln deutlicb, daB von dei 
Nicht-Linearitât der Gravi tationsgleichungen für das Verstândnis der Vor- 
gânge im Atom und der Konstitution des Elektrons nichts zu erhofiTen 
ist. Denn die Abweichungen zwischen cp und 0 werden erst dort merkiick 
Vx 

wo — cp Werte annimmt, die mit i vergleichbar sind, Das ist ab^ 

selbst im Innern des Elektrons nicht der Fall; damit jene Abweichur^ 
für den Bau des Elektrons bedeutungsvoll würde, müBte vielmehr sem 
Ladung auf einen Bereich zusammengedrângt sein, dessen Radius âm 
GrdBenordnung des Gravitationsradius 


e == — - ~ io "33 cm 

c 

dieser Ladung batte. 

Bei der Ermittlung der bisher angegebenen strengen Lôsungen ^ 
Gravitationsgleichungen handelte es sich immer um eine Fragestellung ^ 
folgenden Art. Bekannt sei, daB ein »kanonisches Koordinatensysteo® 
existiert, in welchem die invariante quadratische Form Tikdxidxk ^ 
Materie eine besondere Gestalt annimmt (z. B. eine Kombination voi^ 

dxl^ dx\ dxl-\- dxl^ [x^dx^Ar x^dx^-^ x^dx^'^ 




§ 32 - Hamiltonsohes Prinzip der Maxwell-Lorentzschen Théorie usw, 
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ist mit Koeffizienten, die nur von r = Vxl '+ xl + xl abhàngen: Kiigel- 
symmetrie); dann existiert ein den Gravitation sgleichungen genügendes 
Schwerefeld gîkdxidxk^ welches in den kanonîschen Koordinaten die 
gleiche Normalform annimmt» und es sollen aus bekannten Ansâtzen für 
die Tik in diesem kanonischen Koordinatensystem die gik ermittelt werden. 
Wie wir in § i6 in dem Verschwinden des Riemannschen Flâchentensors 
der Ejrümmung die allgemein invariante Bedingung dafür erkannten, daB 
sich eine quadratische Form mittels Einführung kanonischer Koordinaten 
auf die >Euklidische«j durch konstante Koeffizienten ausgezeiclinete Gestalt 
bringen lâBt, so kann man sich hier die mathematische Aufgabe stellen, 
analog die invarianten Bedingungen dafür zu ermitteln, da6 sich der 
quadratischen Form der Materie durch Transformation auf geeignete Ko- 
ordinaten die gewünschte besondere Gestalt veiieihen lâfît. Wenn dies 
gelungen ist, konnen wir die Problème, welche hier gelôst wurden, in 
einer dem Gedanken der allgemeinen Relativitat besser entsprechenden 
Weise formulieren, nâmlich so, daB wir dabei von besonderen » kanonischen « 
Koordinatensystemen keinen Gebrauch mehr machen. 

Es ist klar, daB die Differentialgleichungen der Gravitation die Lô- 
sungen nicht eindeutig bestimmen konnen, sondern daB Randhedwgungen 
hinzutreten müssen. Die von uns gefundenen Lôsungen waren von solcher 
Art, daB die metrische Fundamentalform im râumlich Unendlichen gegen 
die für die spezielle Relativitâtstheorie charakteristische 

dx^^ — [dx\ + dx\ + dx"^^ 

konvergiert. Diese Lôsungen dürfen wir als die physikalisch richtîgen 
ansprechen, sofern wir annehmen, daB (bei Zugrundelegung der kano- 
nischen Koordinaten) sich in weiter Entfernung groSe Massen befinden, 
die im ganzen ruhend und gleîchmaBig verteilt sind. Durch diese An- 
nahme kommen wir um das Problem der Randbedingungen in analoger 
Weise herum wie in der Elektrostatik, wenn wir aile Kraftlinien auf einer 
groBen Metallkugel enden lassen» Die prinzipielle Frage ist damit aber 
nicht erledigt; ihre Beantwortung wird jedoch offenbar erst môglich sein, 
wenn wir uns über die Zusammenhangsverhâltnisse der Welt im grofien 
klar geworden. sind. Von neuem werden wir hier auf dieses schon einmal 
angeschnittene, heute noch sehr dunkle Problem geführt, in das wir auf 
einen engen Weltbezirk beschrankte Wesen kaum anders als auf spekü- 
lativem Wege jemals werden Licht bringen kônnen. 

§ 32. Hamiltonsches Prinzip der Maxwell-Lorentzschen Théorie 
unter Berücksichtigung der Gravitation®^). 

In § 28 gelangten wir zu einem Wirkungsprinzip als dem universellen 
Weltgesetz; seine Anwendung auf konkrete Vorgange scheiterte aber daran, 
daB uns im Grunde nur die allgemeine Form dieses Gesetzes bekannt 
ist, da wir nicht wissen, was für eine Funktion der unabhângigen Zu- 
standsgrôBen die in ihm auftretende Wirkungsdichte L ist. Unter diesen 
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Umstânden ist es von Wichtigkeit, ein Prinzip zu formulieren, das freilich 
nicht den Anspruch eines exakt gültigen Weltgesetzes machen kann, das 
aber so weit tragt, als unsere Kenntnis der Materie heute sicher reicht 
In einer solchen Théorie (die wir der uns vorlàufig verschlossenen exakten 
als eine ^phânomenologische^: gegenüberstellen dürfen) müssen wir freilich 
eine der wichtigsten Erkenntnisse der Relativitâtstheorie, die vom Wesen 
der Materie, preisgeben und auf die alte Vorstellung der sich bewegenden 
Substanz als einer ursprünglichen physikalischen Gegebenheit zurückgreifen. 
Es handelt sich darum, folgende Gesetze in ein einziges Wirkungsprinzip 
zusammenzufassen *) : 

1. die inhomogenen Gravitationsgleichungen (24); der Energietensor 
wird sich dabei allein aus demjenigen zusammensetzen , der nach der 
Maxwell-'Lorentzschen Théorie für das elektromagnetische Feld im Âther giit 
[Kap. Iir, Formel (22'), S. 130] und dem kinetischen Energietensor yiUiUk 
der Materie im engeren Sinnej von der feineren atomistischen Struktur 
der Materie und ihren noch unaufgekiârten Kohâsionskràften ist dabei 
also abgesehen; 

2. die Maxwell-Lorentzschen Feldgleichungen 


(47) 




die wie in der Elektronentheorie dadurch einen konkreten Inhalt gewinnen, 
daô als elektrischer Strom nur Konvektionsstrom auftritt: 


(48) 


(49) 


die mechanischen Gleichungen 
Idu^ 


.'■ri+iv)»*"') 




in denen der Vektor / die ponderomotorische Wirkung des elektro- 
magnetiçchen Feldes 

(50) f — F'^^Sk 
darstellt. 

Aus der invarianten quadratischen und linearen Form 

(51) gikdxidxk, und (52) (pidxi^ 

welche das Gravitations- bzw. das elektromagnetische Feld darstellen, bilden 
wir uns wie früher (nur mit Zusatz des unwesentlichen Faktors ~): 

die Feldwh'kung der Gravitation (in @), das über ein Weltgebiet @ 
exstreckte Intégral — \ f£[d(x) der in Formel (23) definierten Grôôe und 
die Feldwirkung der Ehktrizitàt: \jLdio^ 

Z = Z- = (F-Jt = . 

\ ox/i hxij 

d(x) ist wiederum das vierdimensionale Volumelement. 


Ich verwende friihere Bezeichmmgen, nur stehe ^ und q statt /.<o und ^0» 


§ 32. Hamiltonsches Prinzîp der Maxwell-Lorentzsclien Tbeorîe usw. 
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pie Substanz ist ein dreidimensionales Kontinuum (ihre Stellen kônnten 
wir also in stetiger Weise auf die Wertsysteme von drei Koordinaten be- 
ziehen). Wir denken uns die Substanz in infinitésimale Elemente zerlegt; 
jedem Substanzelement kommt dann eine bestimmte unverânderliche posi- 
tive ^materielle Ladung« (Masse) dm und eine unverânderliche >elektrische 
Ladung« de zu; ihm korrëspondiert als Ausdruck seiner Geschichte eine 
mit Durchlaufungssinn versehene Weltlinie. Die Bewegung der Substanz 
und das Schwerefeld stehen in solcher Beziehung zueinander, daB langs 
jeder Weltlinie 

ds"" — gikdxidxk > O 

ist. Die Grôfîe 

(s 3) I[^ ^>KfVgik à Xi dxk] = J'{d mfds } , 

in der sich das innere Intégral über denjenigen Teil der Weltlinie eines 
beliebigen, mit der mater iellen Ladung dm versehenen Substanzelements 
erstreckt, welcher innerhalb des Weltgebiets @ verlâuft, das âuBere Integra! 
aber über die gesamte Substanz (oder über denjenigen Teil der Substanz, 
der wàhrend seiner Bewegung in ® eindringt), nenne ich die Substanz- 
wirkung der Gravitation. Indem man zur Darstellung des dreidimensio- 
nalen Substanzkontinuums drei Koordinaten benutzt, erkennt man, dafi 
es eine invariante Raum-Zeit-Funktion gibt von der Art, dafî fürjedes 
Gebiet ® die Gleichung 

f{d m fds) =:=z fi^id CO 

é 

besteht. heiBe die absolute Massendichte, sie entspricht der »Ruhdichte« 
in der speziellen Relativitàtstheorie, 

Ersetzt man in (53) die Masse dm des Substanzelements durch seine 
Ladung die Wurzel aus der quadratischen Form (51) durch die lineare 
Form (52), so erhalten wir die Substanzwirkung der Elektrizitàt: 

{54) /{dej'rpidx^. 

Man sieht: die elektrische Ladung gehôrt in der gleichen Weise znm 
elektrischen Feld, wie die materielle Ladung zum Gravitation sfeld. Die 
absolute Ladungsdichte q ware zu definieren durch die Gleichung 

f [de fds] = f^dio. 

Jetzt formuliert sich das Hamiltonsche Prinzip, welches die geforderte 
Zusammenfassung leistet, so: 

Die Gesamiunrkimg^ d. h. die Surnnie aus Feld- und Substanzwirkung 
der Gravitation und Elektrizitlit^ hat in jedem Weîtgebiet einen stationaren 
Wert gegenüber beliebigen^ an den Grenzen verschwindenden Variationen des 
i elektromognetischen und Gravitations -Feldes und ebensolchen rawnzeiilichen 
Verschiebungen der sich bewegenden Substanzeîemente (oder ihrer Weltlinien). 

I Variation der ^ (bei ungeândertem elektromagnetischen Feld und un- 
geânderten Weltlinien der Substanz) ergibt die Gravitationsgleichungen (24), 
Variation der elektromagnetischen Potentiale epi die Maxwell-Lorentzschen 
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Feldgleichungen (47), (4S). Verscliiebt man ein Stück einer Weltlinie unter 
Festhaltung seiner Enden unendlich wenig, so haben wir in § 17 ge- 

sehen, ist 

ôf Ygîkdxidxk = — J yiôxids , 


wo 




b Xi 


Infolgedessen ist bei einer solchen raumzeitlichen Verschiebung der Sub- 
stanzelemente, wie sîe in déni eben angegebenen Wirkungsprinzip ge- 
fordert wird, 

ôf [dm J Vg^dxi dxi^ — — /[dmfyiôxids] = —/(lyiôxi ■ du . 

Ermittelt man auf dem gleichen Wege die Variation, welclie bei diesem 
ProzeB die Substanzwirkung der F.lektrizitat erfâhrt, so ergeben sich die 
behaupteten mechanischen Gleichungen (49). Zu den bisher erwâhnten 
Gesetzen tritt nocb die Kontinuitâtsgleichung der Elektrizitât und der 
Materie. 

Das so gewonnene System kann natürlich nicbt aus lauter voneinander 
tinabhângigen Gleichungen bestehen. In der Tat ist die Kontinuitâts- 
gleichung der Elektrizitât eine mathematische Folge der elektromagnetischen 
Feldgesetze, und man überzeugt sich femer leicht, da6 die mechanischen 
Gesetze und die Kontinuitâtsgleichung der Materie aus den elektromagne- 
tischen Feldgleichungen und denen der Gravitation folgen. Denn aus 
den letzteren ergibt sich 

^ 55 ) yf 


^Xk 


Ô Xî 




Benutzt man ein geodâtisches Koordinatensystem, so kann man sich ein- 
fach auf die in Kap. III, § 19 und § 23 für den potentiellen und kine- 
tischen Energietensor durchgeführten Rechnungen berufen. Insbesondere 
geht aus § 23 hervor, daS die auf der linken Seite von (55) stehende 
invariante Operation, auf 

== 1.1 


angewendet, zu 


M 2i.i + IL yi 


führt, wo M die linke Seite der Kontinuitâtsgleichung der Materie ist; 

IXk 


Es kommt also 

Mui + i-L yi + // = O . 

Indem wir mit multiplizieren und nach dem Index i summieren, ergibt 
sich aber, da aus der Définition von pi und yi folgt: 

Pi ~ lé == O , 

die Kontinuitâtsgleichung JI/== o und darauf die mechanischen 

h^yi+pî— O . 


§ 33 * BetracTitungen über die Welt als Ganzes. 
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Durch die Gegenüberstellung des gegenwàrtigen Hamiltonschen Prinzips, 
in welchem die Wirkungsdichte eine vollstândig bekannte Funktion der 
unabhângigen ZustandsgrôBen îst, und des in groBere Tiefen hinabrei- 
cbenden in § 28 formulierten Prinzips, das aber für uns heute noch ein 
unausgefülltes Schéma bleiben muB, wird der Kontrast zwischen Substanz-- 
j^hysik und reiner Feldphysik besonders deutlich. Es bleibt bemerkens- 
wert, daB auch bei Festhaltung des Substanzbegriffs die Maxwell-Lorentzsche 
Elektrodynamik samt der relativistischen Mechanik und der Gravitation sich 
auf ein einziges Wirkungsprinzip zurückführen làBt. Die Existenz des 
Elektrons freilich kann diese Théorie nicht erklaren, weil in ihr Kohâsions- 
krâfte fehlen; aber an diesem Punkte ist eben auch unsere gegenwârtige 
Kenntnis von der Materie zu Ende. 

§ 33* Betrachtungen über die Welt als Ganzes. 

Die allgemeine Relativitâtstheorie lâfit es durchaus dahingestellt, ob 
die Weltpunkte in umkehrbar-eindeutiger und stetiger Weise durch die 
Werte von 4 Koordinaten xi dargestellt werden kônnen. Sie setzt ledig- 
lich voraus, daB die Umgebung eines jeden Weltpunktes eine umkehrbar- 
eindeutige stetige Abbildung auf ein Gebiet des vierdimensionalen »Zahlei)- 
raumes« gestattet (wobei unter »Punkt des vierdimensionalen Zahlenraumes« 
jedes Zahlenquadrupel verstanden ist); über den Zusammenhang der W’elt 
im ganzen macht sie von vornherein keine Annahmen, — Wenn wir'in 
der Elâchentheorie von einer Parameterdarstellung der zu untersuchenden 
Flâche ausgehen, so bezieht sich diese auch immer nur auf ein Flâchen- 
stück, nicht aber auf die ganze Flàche, die im allgemeinen keineswegs 
eindeutig und stetig auf die Euklidische Ebene oder ein ebenes Gebiet 
abgebildet werden kann. Von denjenigen Eigenschaften der Flâchen, die 
bei allen eineindeutigen stetigen Abbildungen erhalten bleiben, handelt 
die Analysis silus; die GeschlossenJuit ist z. B. eine derartige Analysis- 
situs-Eigenschaft. Jede Flàche, die aus der Kugel' durch stetige Defor- 
mation hervorgeht, ist auf dem Standpunkt der Analysis situs von der 
Kugel nicht verschieden , wohl aber z. B. der Torus. Auf dem Torus 
gibt es nâmlich geschlossene Linien, welche den Torus nicht in mehrere 
Gebiete zerlegen, auf einer Kugel existieren derartige Linien nicht. Aus 
der Geometrie auf der Kugel ging jene »sphàrische Geometrie«, welche 
wir in § 10 mit Riemann der Bolyai-Lobatschefskyschen gegenübcrstellten, 
dadurch hervor, daB wir je zwei einander diamétral gegenüberliegende 
Kugelpunkte identifizierten. Die so entstehende Flàche % ist von der 
Kugel gleichfalls im Sinne der Analysis situs verschieden, und zwar durch 
diejenige Eigenschaft, welche man als ihre Einseitigkeit bezeichnet. Denkt 
man sich ein kleines, auf einer Flàche liegendes, bestandig im gleichen 
Sinne rotierendes Râdcben wahrend der Rotation über diese Flàche hin- 
bewegt, wobei der Mittelpunkt eine geschlossene Bahn beschreibe, .so 
sollte man erwarten, wenn das Ràdchen wieder an seinen Ausgangsort 
zurückkehrt, so rotiere es hier im gleichen Sinne wie im Anfang seiner 
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Bewegung. Ist dies der Fall, welche geschlossene Kurve der Mittelpunkt 
des Ràdchens auch auf der Flâche beschrieben haben mag, so heiSt sie 
zweiseHig\ im andern Falle aber einseitig. Da6 es einseitige Flâchen gibt, 
ist zuerst von Mobius bemerkt worden. Die oben .erwâhnte Flàche g 
ist einseitig, wâhrend die Kugel natürlich zweiseitig ist. Man siebt das 
ohne weiteres ein, wenn man den Mittelpunkt des Ràdchens einen grôûten 
Kreis durchlaufen lâBt; auf der Kugel mu6 der ganze Kreis durchlaufen 
werden, ehe diese Bahn sich schlieÛt, auf jedoch nur der halbe. — 
Ganz analog wie eine zweidimensionale kann nun auch eine vierdimen- 
sionalé Mannigfaltigkeit sehr verschiedenerlei Analysis-situs-Beschaffenheit 
besitzen. Aber auf jeder vierdimensionalen Mannigfaltigkeit lâSt sich die 
Umgebung eines Punktes gewiB in stetiger Weise durch 4 Koordinaten 
darstellen derart, daB verschiedenen Punkten dieser Uingebung immer 
verschiedene Koordinatenquadrupel korrespondieren. Genau in diesem 
Sinne ist die Benutzung der 4 Weltkoordinaten zu verstehen. 

Von jedem Weltpunkt geht der Doppelkegel der aktiven Zukunft und 
der passiven Vergangenheit aus. Wâhrend in der speziellen Relativitâts- 
théorie diese durch ein Zwischengebiet getrennt sind, ist es hier an sich 
sehr wohl môglich, daS der Kegel der aktiven Zukunft über den der 
passiven Vergangenheit hinübergreift; es kann also prinzipiell geschehen, 
daB ich jetzt Eteignisse miterlebe, die zum Teil erst eine Wirkung meiner 
künftigen Entschlüsse und Handlungen sind. Auch ist es nicht aus- 
geschlossen, daB eine Weltlinie, obschon sie in jedem Punkte zeitartige 
Richtung besitzt, insbesondere die Weltlinie meines Leibes, in die Nâbe 
eines Weltpunktes ztirückkehrt, den sie schon einmal passierte. Daraus 
wtirde dann ein radikaleres Doppelgângertum resultîeren, als es je ein 
E. T. A. Hoffmann ausgedacht hat. Tatsâchlich kommen ja so erhebliche 
Variabilitàten der giky wie dazu erforderlich wâren, in dem Weltgebiet, in 
welchem wir leben, nicht vor; doch hat es ein gewisses dnteresse, diese 
Môglichkeiten durchzudenken mit Rücksicht auf das philosophische Pro- 
blem des Verhâltnisses von kosmischer und phânomenaler Zeit. So Para- 
doxes da zutage kommt, ein eigentlicher Widerspruch zu den in unserem 
Erleben unmittelbar gegebenen Tatsachen tritt nirgendwo hervor. 

In § 25 sahen wir, daB ohne Berücksichtigung der Gravitation die 
elektrodynamischen Grundgesetze (nach Mie) eine solche Gestalt besitzen, 
wie sie durch das Kausalitâtsprinzip gefordert ist: die Ableitungen der 
ZustandsgrôBen nach der Zeit drücken sich aus durch diese GrôBen selber 
und ihre râumlichen Differentialquotienten. Diese Tatsachen bleiben be- 
stehen, wenn wir die Gravitation mit hereinziehen und somit die Tabelle 

der ZustandsgrôBen (fi, Fîk durch die gik und { j erweitern. Wegen 

der aligemeinen Invarianz der Naturgesetze mtiB aber die Behauptung 
dahin formuliert werden, daB aus den Werten der ZustandsgrôBen für 
einen Moment aile diejenigen Aussagen über sie, welche invarianten Cha- 
. rakter tragen^ auf Grand der Naturgesetze folgen; und es mufi ferner 
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beachtet werden, da6 diese Behauptung sich nicht auf die Welt als 
Ganzes, sondern nur jeweils auf einen durch 4 Koordinaten darstellbaren 
Ausschnitt beziehen kann. Wir verfahren mit Hilbert folgendermaBen®^). 
In der Umgebung des Weltpunktes O führen wir 4 Koordinaten xi ein, 
so dafi in O selber 

= dxl — [dx\ + dxl + dxl) 

wird. Wir kônnen in dem dreidimensionalen Raum = o um O eine 
solcbe Umgebung abgrenzen, daô in ihr durchweg — ds^ positiv-definit 
bleibt. Durch jeden Punkt dieser Umgebung ziehen wir die zu jenem 
Raum orthogonale geodatische Weltlinie, die zeitartige Richtung besitzt, 
Diese werden eine gewisse vierdimensionale Umgebung von O einfach 
tiberdecken, Wir führen jetzt neue Koordinaten ein, die freilich in dem 
dreidimensionalen Raum mit den bisherigen übereinstimmen; wir schreiben 
nàmlich demjenigen Punkte zu welchem wir gelangen, wenn wir von 
dem Punkt F^ — {x^ in 9 i auf der durch ihn hindurchlaufenden 

orthogonalen geodâtischen Weltlinie so weit gehen, dafi die Eigenzeit des 
durchlaufenen Bogens F^F gleich ist, jetzt die Koordinaten x^x^ x^ x^ 
zu. Diese geodâtischen Koordinaten sind von GauB in der Flâchentheorie 
eingeführt worden (vgl. auch § 14). Da auf jeder der geodâtischen Linien 
= dxl ist, mufi bei Benutzung dieses Koordinatensystems identisch 
in allen vier Koordinaten 

(5^) ^00 ^ 

sein. Weil die Linien orthogonal sind zu dem dreidimensionalen Raum 
= O, ist für x^ — o\ 

{57) ^OX =^03 = O • 

Da ferner diejenigen Linien, welcbe man erhàlt, wenn man x^ x^ x^ kon- 
stant lâfît und nur variiert, geodatisch sind, muB (siehe die Gleichung 
der geodâtischen Linien) 

j Y) = O (2=0, I, 2, 3) 

werden, mithin auch 



Unter Berücksichtigung von (56) folgt daraus 

^ = O (2=1, 2 , 3) , 

Û^o 

und wegen (57) ist infolgedessen nicht nur für = o, soudera identisch 
in aUen vier Koordinaten 

(58) . ^o ,-=0 (2=1, 2 , 3 )- 

Wir haben folgende Figur vor uns: eine Schar von geodâtischen Linien 
mit zeitartiger Richtung, welche ein gewisses Weltgebiet einfach und lücken- 
los überdecken und eine ebensolche einparametrige Schar von dreidimen- 



222 


Gravitation. 


sionalen Râumen = konst. GemâB (58) sind diese beiden Scharen 
überall zueinander orthogonal; und die auf den geodàtischen Linien durch 
zwei der >parallelen« Râume = konst. abgeschnittenen Bogenstücke 
haben aile die gleiche Eigenzeit. Beniitzen wir dieses besondere Koor* 
dinatensystem, so ist 


c)^o 


2 




und die Gravitationsgleichungen gestatten, die Ableitungen 


'àx^ 



ih ^ = 1,2, 3) 


aufîer durch die cpi und ihre Ableitungen auszudrücken durch die 
deren Ableitungen i. und 2. Ordnung nach x^ x^ x^ und die selber. 

Indem wir also die 12 GrôBen 


= 1 , 2, 3) 

neben den elektromagnetîschen als die Unbekannten betrachten, geht das 
gewünschte Résultat hervor (wobei die Rolle der Zeit spielt). Der 
von einem Punkt O' mit positiver rj^Q-Koordinate gelegte Kegel der pas- 
siven Vergangenheit wird aus 3 Î ein gewisses Stück 3 î' herausschneiden^ 
das mit dem Mantel jenes Kegels zusammen ein endliches Weltgebiet @ 
(eine Kegelhaube mit Spitze in O') begrenzt. Wenn unsere Behauptung, 
daB die geodàtischen Nullinien die Einsatzpunkte jeder Wirkung bezeichnen, 
streng richtig ist, mufî der Satz gelten , daB durch die Werte der erwàhnten 
1 2 GrôBen, dazu der elektromagnetischen Potentiale cpz und FeldgrôBen Fik 
in dem dreidimen sionalen Raumgebiet Sft' deren Werte im Weltgebiet ® 
vollstândig bestimmt sind. Er ist bisher nicht bewiesen worden. Àuf 
jeden Fall aher erkennt ma7i^ da^ die Differentialgleichu7igen des Feldes 
die vollsiàndigen Naturgesetze enthalten und nicht etwa noch eine weitere 
Eingrenzung durch Randbedingungen im râumlich-Unendlichen oder dgl 
stattfinden kann. 

Einstein gelangte bei kosmologischen Betrachtungen über den Zu- 
sammenhang der Welt im groBen zu der Vermutung, daB sie râumlich 
geschlossen sei. Wie in der Newtonschen Gravitationstheorie das in der 
Poissonschen Gleichung ausgesprochene Nahewirkungsgesetz das Newton- 
sche Attraktionsgesetz nur nach sich zieht, wenn man die Bedingung 
hinzufügt, daB das Gravitationspotential im Unendlichen verschwindet, so 
sucht Einstein ziinachst auch in seiner Théorie die Differentialgleichungen 
durch Randbedingungen im râumlich-Unendlichen zu ergânzen. Der Un- 
môglichkeit gegenüber, solche Bedingungen allgemein invarianten Charakters 
zu formulieren, welche mit den astronomischen Tatsachen im Einklang 
stehen, findet er als einzigen Ausweg die Annahme, daB die Welt râumlich 
geschlossen sei; denn unter dieser Annahme fallen Randbedingungen 
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nattirlich fort. Dieser Argumenta,tion kann ich zufolge dem oben Aus- 
geführten keine Beweiskraft zugestehen, da die Differentialgleichungen flir 
sich schon ohne Randbedingungen die voUstândigen, jede Unbestimmtheit 
ausschliefienden Naturgesetze enthalten. Um so mehr Gewicht besîtzt 
eîne andere Überlegung, die von der Frage ausgeht: Wie kommt es, dafî 
unser Fixsternsystem, mit relativen Sterngeschwindigkeiten , die auBer- 
ordentlich klein sind (gegen die Lichtgeschwindigkeit), besteht und sich 
erhâjt and nicht làngst in die Unendlichkeit auseinander gestoben ist? 
Es gewâhrt dieses System durchaus den gleichen Anblick, wie ihn die 
Moleküle eines im Gleichgewicht befindlichen Gases einem Beobachter 
von entsprecbend kleineren Dimensionen darbieten würden. Anch im Gas 
ruhen die einzelnen Moleküle nicht, aber unter den Geschwindigkeiten 
sind gemâB dem Maxwellschen Verteilungsgesetz die kleinen ganz auBer- 
ordentlich viel zahlreicher vertreten als die groBen, und die Veneilung 
der Moleküle über das Gasvolumen ist eine im Mittel gleichmâBige, so 
daS beobachtbare grobe Dichteverschiedenheiten auBerordentlicli selten 
sind. Ist diese Analogie stichhaltig, so kdnnten wir den Zustand des 
Fixsternsystems und seines Gravi tationsfeldes nach den gleichen stafistischcn 
Prinzipien verstehen, die uns lehren, dafî ein abgeschlossenes Gas sich 
fast immer im Gleicbgewicbtszustand befindet. Das wâre aber nur dann 
mdglichj wenn die gleichmâBige Verteilung ruhender Sterne in einem sta- 
Use ken Gravitationsfeld als idealer Gleicbgewicbtszustand mit den Gravi- 
ta tionsgesetzen vertrâglich ist. In einem statischen Gravitationsfeld ist 
die Weltlinie eines ruhenden Massenpunktes, d. h. eine Linie, auf welcher 
konstant bleiben und nur variiert, eine geodàtische, wenn 


nnd daher 



0 (2 = 1, 2, 3) 

^^00 


ist, Eine ruhende Massenverteilung ist mithin nur dann môglich, wenn 

y's'oo =/= konst. = I 

ist. Die Gleichung 

(27) [lii^ = Massendichte) 

zeigt dann aber, daB der ins Auge gefaBte ideale Gleicbgewicbtszustand 
mît den Gravitationsgesetzen, wie wir sie bisher angenommen haben, 
unvertrâglich ist. 

Bei der Herleitung der Gravitationsgleichungen in § 28 haben wir 
aber eine kleine Unter lassungssünde begangen. Es ist nicht R die einzige 
von gîh-t ihren i. und 2. üifferentialquotienten abbàngige und in den 
letzteren lineare Invariante, sondern die allgemeinste Invariante dieser 
Art bat die Gestalt ai? -f- /?, wo a und B numerische Konstante sind. 
Infolgedessen kônnen wir die Gravitationsgesetze so verallgemeinern, daB 




wir R (oder H) durdi R — l (bzw. H — l) ersetzen, wo l eine uni- 
verselle Konstante bedeutet. Ist sie nicht = o, wie wir bis anhin voraus- 
gesetzt haben, sondern 4= so konnen wir sie = i nehmen; dadurch 
wird dann, nachdem durch das Relativitâtsprinzip die Zeiteinheit, durch 
das Gravitationsgesetz die Masseneinheit auf die der Lange zurückgeführt 
war, auch noch die Làngeneinheit in absoluter Weise festgelegt. Bei 
dieser Modifikation ergeben die Gravitationsgleichungen, wenn wir für die 
Komponenten Tik die für rubende Materie (im engeren Sinne) charakte- 
ristischen Werte verwenden, die Gleichung /= i berücksichtigen tmd 
die Bezeichnungen aus § 29 benutzen, 

A = [anstelle von (27)] und 

(59) O , 

Jener ideale Gleichgewichtszustand ist unter diesen Umstânden also mdg- 
licb, wenn die'' Masse sich mit der Dichte X verteilt. Der Raum muB 
dann metrisch homogen sein; und in der Tat sind die Gleichungen (59) 
erfüllt für eînen spMrischen Raum vom Radius a Wir konnen 

also im Raum vier an die Bedingung 

(60) x\ xl xl = 

geknüpfte Kôordinaten einfübren, für die 

do^ == dx\ + dxl + dxl + dx\ 

wird. Der Raum stellt sich ah geschîoss€7i wid daher endlich heraus. 
Wenn dieses nicht der Fall .wâre, kônnte man sich auch kaum vorstellen, 
wie ein statistisches Gleicbgewicht zustande kommen sollte. Noch wâre zu 
fragen, ob die Punkte des Raumes den der Bedingung (60) genügenden 
Wertequadrupeln xî umkehrbar-eindeutig entsprechen oder ob je zwei 

Wertsystemen 

(x^x^x^x^) und {—x^, —x^, ~,x^, — x^] 

derselbe Punkt entspricht. Diese beiden Môglichkeiten sind analysis-situs- 
maBig verschieden, wenngleich beide Ràume (im Gegensatz zmn zwei- 
dimensionalen Fall) zweiseitig sind. Je nachdem die eine oder andere 
zutrifft, wâre die Gesamtmasse der Welt in gr: 

Tta , n:a 

— , bzw. 

2% 4% 

Die zentral-symmetrischen Lôsungen der modifizierten homogenen 
Gravitationsgleichungen, die einer masseleeren Welt entsprechen würden, 
ergeben sich aus dem Variationsprinzip (Bezeichnungen siehe § 30): 

ô J* [2 wed' — XJr^)dr— o . 

Die Variation von w . ergibt wie früher ^ = i ; die Variation von /( hin- 
gegen 

(61) w' = , 

. 2 
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Verlangen wir Regularitât bei r = so folgt daraus 



Der Raiim lâBt sicli kongruent auf eine »Sphâre« 

(63) + 

\om Radius V 3 im vierdimensionalen Euklidiscben Raum abbilden (wobei 
unserm Zentrum einer der beiden Pôle auf der Sphâre entspricht, deren 
erste drei Koordinaten ^ x^ = o sind). Aber da / auf der »gro6ten 

Kugel« .T4 = O, welche man als Àquator oder Raumborizont für jenes 
Zentrum bezeichnen kdnnte, = o wird, daselbst die metrische Funda- 
mentalform der Welt also singulâr wird, so sieht man, daô die Môglicbkeit 
einer leeren Welt den Naturgesetzen , die wir hier als gültig betrachten, 
widerstreitet. Zum mindesten am Horizont müssen sich Massen befinden. 
Die Rechnung lâBt sich am eînfachsten durchftihren, wenn wir (lediglich 
zur Orientierung) dort eine inkompressible Flüssigkeit annehmen. Das zu 
lôsende Variationsproblem lautet nach §31 bei Verwendung der damaligen 
Bezeichnungen und unter Hinzuftigung des A-Gliedes 

ô + “ 2 "') dr — o\ 


gegen früher ist also nur die Ànderung eingetreten, daB die Konstante 

durch + — zu ersetzen ist. Wie dort folgt 
2 




W 


zAf- 


6 


(64) 


_ 2_M 
r 






Befindet sich die Flüssigkeit zwischen den beiden Breitenkngeln -T4 = konst., 
welche den Radius besitzen, so verlangt der stetige AnschluB 

an (62), daû die Konstante 



ist. ^ wird (in erster Ordnung) o für einen Wert r — zwischen 

iind æVs. Der Raum laBt sich daher immer noch auf die Sphare (63) 
abbilden, aber diese Abbildung ist in der von Flüssigkeit erfüllten Zone 
iiicht mehr kongruent. Die Gleichung für (S. 21 1 oben) liefert jetzt 
ein /, das auf dem Àquator nicht verschwindet. Die Grenzbedingung 
verschwindenden Drucks ergibt eine transzendente Relation zwischen 
tind r^. 

Weyl, Raum, Zeit, Materie. 
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Die allgemeine Lôsung von (6i) lautet 


( 65 ) 




2 m 
r 



[in = konst). 


Sie entspricht dem Fall, da6 um das Zentrum eine Massenkugel liegt. 
Nur in einer Zone in welcher dieses /"" positiv ist, kann 

die Welt masseleer sein. Besteht sowohl die Massenkugel wie der er- 
forderliche 5>Massenhorizont<c aus inkompressibler Flüssigkeit von der 
Dichte bzw. , so haben wir für die erstere z. B. 


h — -S-' 

( 66 ) + = + = 

Das Innere der Kugel kann daber kongruent auf die kleinere der beiden 
Kalotten abgebildet werden, in welcbe die Sphâre (66) diirch die Breiten- 
kugel vom Radius zerfâllfc; wâhrènd sich der vMassenhorizont^, der 
mehr als die Hâlfte des Raumes éinnimmt, kongruent auf die gro^ere 
der beiden Kalotten abbilden laSt, in welche die Sphâre vom Radius 
durch die Breitenkugel r — zerlegt wird. Der stetige AnschluS an 
die im leeren Raume geltende Lôsung (65) verlangt 


m 






Für f ergibt die gleiche Überlegung wie auf S. 211 innerhalb der Massen- 
kugel 

(2;«o + ^)-/=^+— 


und eine analoge Formel innerhalb des Massenhorizonts ; / darf weder 
hier noch dort den Wert 0 annehmen. — So verhâlt es sich, wenn von 
den beiden oben erwogenen Analysis -si tus -Môglichkeiten die erste zu- 
trifft; im andern Falle besteht der Massenhorizont aus einer Zone (die 
beliebig schmal genommen werden kann). 

Vielleicht sind wir^ den eben angestellten Betrachtungen nachhângend, 
allzitsehr den Lockungen einer sich ins Leere emporschwingenden Phan- 
tasie gefolgt. Doch helfen sie verdeutlichen, was ailes auf Grund der 
neu gewonnenen Auffassungen über Raum und Zeit im Bereiche der 
Moglichkeit liegt. Wer auf den durchmessenen Weg zurückschaut und in 
einem einzigen Blick das Ganze umspannt, was nur sukzessive und in ein 
gegliedertes Mannigfaltige aufgelôst zur Darstellung kommen konnte, mu6 
von dem Gefühl errungener Freiheit überwâltigt werden, von dem mâch- 
tigen Eindruck einer entschrankenden Tat, durch welche das Denken 
einen engen festgefügten Kâfig sprengte, in den es bisher gehannt war; 
einer Tat, welche auf dem Felde der Naturerkenntnis wohl mit der des 
Kopernikus in eine Linie gestellt werden kann (wenn auch durchaus nicht 
von ihr eine so mâchtige Wirkung auf die allgemeine Kultur zu er- 
warten ist). 
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Je weiter sicli die Physik entwickelt, um so deutlicher wird es, daB 
die Beziehungen zwischen der Wirklicbkeit, die jeder von uns lebt, nnd 
jenen objektiven Wesenheiten, von denen die Physik in mathematischen 
Symbolen handelt, durchaus nicht so eihfacb &ind, wie es der naiven 
AuffassuDg erscheint, und daB von In/ialtlichen unmittelbar 

erfalirenen Wirklicbkeit in die pbysikalischè Welt im Grande nichts ein- 
geht. Immer klarer tritt zutage , daB die Physik eine Wissenschaft von 
genau dem gleicben Geprâge ist wie' es die Gepmetrie war, die jetzt voi; 
ihr aufgesogen wird. Maxwellsche Théorie und analytiscbe , Géométrie 
sind sich in ilirer mathematischen Konstitution zum Verwechseln âbnlich. 
Die Physik, das stellt sich damit heraus, handelt gar nicht von dem 
Materiellen, Inhaltlichen der Wirklicbkeit, sondérn, was sie erkennt, ist 
ledîglich deren fonnale Verfassung, Sie bat für die Wirklicbkeit die 
gleiche Bedeutung wie die formale Lpgik für das Reich der Wahrheit. 
Was die formale Logik lehrt, gründet gewiB im Wesen der Wahrheit, 
und keiné Wahrheit verletzt ihre Gesetze. Ob aber eine konkrete Be- 
hauptung wahr ist oder nicht, darüber lehrt sie schlechterdings nichts, 
das Inhaltliche der Wahrheit lâBt sie gâtnzlich dahingestellt; .der Grund 
der Wahrheit eines Urteils liegt in der beurteilten Sache und nicht in 
der Logik. Ich meine, daB die Physik es niir mit dem zu tun hat, was 
in einem genau analogen Sinne als formale Verfassung der Wirklicbkeit 
zu bezeichnen wâre. Ihre Gesetze werden ebensowenig in der Wirklichkeit 
jemals verletzt, wie es Wahrheiten gibt, die mit der Logik nicht im Ein- 
klang sind; aber über das inhaltlich-Wesenhafte dieser Wirklichkeit machen 
sie nichts aus, der prund der Wirklichkeit wird in ihnen nicht erfafit. 
Wenn es der Wahh der scholastischen Méthode ist, aus bloB Formalem 
Wesenhaftes deduzieren zu wollen, so ist die Weltanschauung, welche 
man als Materialismus bezeichnet, nur eine Spielart der Schoîastik. 
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geschrânkt worden (Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl., Leipzig 1909, Anhang IV). 

4) Fur die systematische Behandlung der aflînen Geometrie, miter Abstreifung 
der speziellen Dimensionszahl 3, ist wie fur das Gesamtgebiet des geometrischen 
Kalküls Grassmanns >Lineale Ausdehnungslehre« (Leipzig 1844) das bahnbrechende 
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5) Hessenberg, Vektorielle Begründung der Differentialgeometrie , Math. Ann. 
Bd. 78 (1917), S. 190. 

Kapitel II. 
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